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V O R W O R T

Das vorliegende Bucli soll die theoretischen Grundlagen der 
äußeren und inneren Ballistik vermitteln. Bei dieser Aufgabe wird 
bewußt darauf verzichtet, den experimentellen Teil eingehender 
zu behandeln, als es im Rahmen einer theoretischen Darstellung 
unbedingt nötig ist. Dagegen wird stets darauf geachtet, die 
theoretischen Entwicklungen auf die praktischen Belange abzu
stellen, so daß fast alles, was in diesem Buche behandelt wird, 
unmittelbar auf die Aufgaben der Praxis übertragen werden kann.

Die Entwicklung der theoretischen Ballistik liefert ein getreues 
Abbild der eigentlichen Waffenentwicklung. Mit der Vervollkomm
nung der Waffen, so z. B. mit der allmählichen Vergrößerung der 
Schußweiten, wuchs auch die Verfeinerung der im Laufe der Zeit 
angegebenen Lösungsverfahren ihrer Ballistik. Es wurde in diesem 
Zusammenhang manchmal die Ansicht geäußert, daß ein modernes 
Buch über Ballistik auf die Mitteilung der älteren Methoden der 
Ballistik verzichten könnte und nur das modernste Lösungs
verfahren bringen sollte. Dieser Ansicht konnte ich nicht zustimmen. 
In der neuzeitlichen Artillerie gibt es nach wie vor Geräte, die in 
ihren Anforderungen und Leistungen durchaus den Geschützen 
früherer Zeit ähneln. Für die Aufstellung ihrer Ballistik würde die 
Anwendung der modernsten Lösungsverfahren keine dem Auf
wand entsprechende Steigerung der Genauigkeit bringen. In solchen 
Fällen genügen immer noch die älteren, einfacheren Lösungsver
fahren. Diese Gründe haben mich veranlaßt, die Lösungen der 
ballistischen Probleme aus allen Zeitabschnitten zu behandeln, 
unter dem Gesichtspunkt jedoch, daß diese älteren Lösungen auch 
heute noch, allerdings nur für bestimmte Aufgaben, verwendungs
fähig sind. —  Darüber hinaus soll das vorliegende Buch auch einen 
Einblick in die E n tw ick lu n g der theoretischen Ballistik ver
mitteln.

i"
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A. E I N L E I T U N G

I. Allgemeines

Das Gesamtgebiet der Ballistik ist im Laufe seiner Entwicklung 
zu einem umfangreichen wissenschaftlichen Teilgebiet angewach
sen, dessen volle Beherrschung ein großes Maß von Kenntnissen 
in allen Zweigen der mathematisch-physikalischen Wissenschaften 
voraussetzt. Bei dieser Sachlage kann eine Behandlung ballistischer 
Probleme, wenn sie nicht in den Grundlagen steckenbleiben soll, 
auch kaum ohne gewisse mathematische Vorkenntnisse frucht
bringend gestaltet werden. Im vorliegenden Buch ist trotz des Be
mühens, die mathematische und physikalische Seite so streng wie 
möglich einzuhalten, versucht worden, mit einem Mindestmaß von 
Voraussetzungen auszukommen. Um jedoch dem Leser die Be
wältigung des umfangreichen Stoffes zu erleichtern, ist am Schluß 
des Buches ein Verzeichnis der für die Ballistik w ich tigsten  
m athem atischen  Sätze angefügt. Im Text verweisen römische 
Hochzahlen in Klammern auf den betreffenden Absatz dieses Ver
zeichnisses (z. B.: Satz von Taylor <vl)).

Die Symbolik und die Bezeichnungen der ballistischen Elemente 
sind im allgemeinen so beibehalten worden, wie sie wohl haupt
sächlich von Cranz in die deutsche Ballistik eingeführt wurden.

Da schließlich in dem engen Rahmen dieses Buches nicht alle 
Probleme der Ballistik erschöpfend behandelt werden konnten, ist 
dem Buch ein besonderer L iteraturanhang angefügt worden. 
Er soll das Eindringen in spezielle Fragen ermöglichen. Im Textteil 
des Buches geben arabische Hochzahlen in Klammern die Nummer 
im Literaturverzeichnis an (z. B.: Cranz(3)).

II. Das ballistische Problem

Die Ballistik ist die Lehre vom  Schuß. Sie behandelt die Vor
gänge beim Schießen an und in der Waffe und untersucht die mit 
dem fliegenden Geschoß zusammenhängenden Probleme. Dazu
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kommen Fragen der Geschoßstreuung und Treffwahrscheinlich
keit, der Geschoßgestaltung und der Geschoßwirkung im Ziel. Es 
kann nicht zu den Aufgaben dieses Buches gehören, auf Erkennt
nisse dieser Teilgebiete einzugehen, soweit sich darauf die Geschütz- 
und Geschoßkonstruktion sowie die Schießlehre stützen.

Vielmehr soll im Vordergrund der Entwicklungen als Wichtigstes 
die Lehre des fliegenden Geschosses stehen (Äußere Ballistik), 
ferner das Problem des Geschoßantriebs und der Bewegung des Ge
schosses im Geschützrohr (Innere Ballistik). Mit diesen beiden 
Teilgebieten hängen die Erfordernisse des Treffens (Wahrschein
lichkeitstheorie, Schußtafelballistik) eng zusammen. Geschütz und 
Geschoß sollen nur ganz kurz, soweit es für das Verständnis des 
Buches wichtig ist, behandelt werden.

Das ba llistisch e  P roblem  bietet sich also in folgender Form 
dar: das Geschoß wird unter der Wirkung der Pulvergase aus dem 
unter bestimmter Neigung stehenden Geschützrohr getrieben und 
erreicht infolge der Nachwirkung der Pulvergase kurz nach Ver
lassen der Rohrmündung seine Höchstgeschwindigkeit. Die 
Weiterbewegung des Geschosses erfolgt vornehmlich unter dem 
Einfluß der Anziehungskraft der Erde und des Widerstandes der 
durchflogenen Lufthülle. Es sind also vier Fragen, die beantwortet 
werden müssen, nämlich:

1. Wie erfolgt die Bewegung des Geschosses im Rohr bis zum 
Erreichen der Höchstgeschwindigkeit vor der Rohrmündung?

2. Wie läßt sich die Bewegung des Geschosses durch die Luft 
mathematisch und physikalisch erfassen?

3. Welche zufälligen bzw. unkontrollierbaren Abweichungen von 
den Ergebnissen der Untersuchungen an den vorangehenden 
Fragen sind möglich und nach welchen Gesetzen lassen sie 
sich theoretisch vorausbestimmen?

4. In welcher Weise müssen Schießversuche angestellt werden, 
um Unterlagen für die Beantwortung der Fragen 1 bis 3 zu 
erhalten, und wie sind die Schießbehelfe für den Soldaten 
zweckmäßig aufzubauen?

Das ist der sich in natürlicher Reihenfolge ergebende Fragen
komplex der Ballistik. In der Behandlung werden wir allerdings den 
Fragenpunkt 2 vor den Punkt 1 setzen.
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III. Das Geschütz

Die wesentlichsten Bestandteile des Geschützes sind das Rohr mit 
Verschluß und Abzugsvorrichtung, die Lafette mit Höhen- und Sei
tenrichtwerk, Lafettenschwanz und Sporn, die Rohrwiege mit Rohr
bremse und Vorholer, die Räder und die Zieleinrichtung. Das Rohr 
nimmt das Geschoß auf und gibt ihm durch eine Anzahl von ein
geschnittenen, von links nach rechts laufenden Zügen eine rotie
rende Bewegung (Rechtsdrall). Die Lafette trägt die Rohrwiege 
und das Rohr, Lafettenschwanz und Sporn fangen den Rückstoß 
beim Schuß auf. Betrachten wir zunächst den Fall starrer Ver
bindung zwischen Rohr 
und Lafette. Im Schwer
punkt S des Geschützes 
(Abb. 1) greifen die Kräfte 
G (Gewicht des Geschützes 
senkrecht nach unten) und 
P  (Pulverdruck in Rich
tung der Rohrerhöhung cp) 
an und setzen sich zur 
Resultierenden R zusam
men, die unter dem Winkel 
q gegen die Horizontale ge
neigt ist. Die gesamte Ver
tikalbelastung ist R • sin n 
=  P  ■ sin cp -j- G , die sich 
auf Sporn und Räder ver
teilt. Wird nun die Erhöhung des Rohres verändert, so kann bei 
kleineren Erhöhungen die Resultante R durch den Sporn gehen, 
womit der Raddruck verschwindet. Bei noch flacheren Erhöhun
gen liegt R über dem Sporn; es tritt eine Drehbewegung des Ge
schützes um den Sporn ein: das Geschütz „bockt“ . Hierdurch 
können zusammen mit den durch die Pulverexplosion verursach
ten, kleineren oder größeren Rohrschwingungen Verhältnisse auf
treten, die die anfänglich eingestellte Rohrerhöhung im Augenblick 
des Geschoßaustritts aus der Mündung verändern; diese Ab
weichung nennt man „Abgangsfehlerwinkel“ . Eine andere häufig 
vorkommende Ursache für Erhöhungsabweichungen ist die Ver-

Ahb. 1.
Kräfte heim Geschütz
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kantung des Geschützes: Die Rohrerhöhung sei (p, und der Win
kel zwischen der Schußebene und der Verkantungsachse a sei a

fj (Abb. 2); dann ist der Win
kel ß  zwischen der Horizontal
ebene und der Ebene durch 
Verkantungsachse und Rohr
richtung gegeben durch: 00

; Y - r .

IV

o
ctg ß =  sin a • ctg cp.

/ j  \/'
&

>.2
2

~ Die Verkantung um den Be
trag A ß ergibt die neue Er
höhung (<p -\~ Aqi) und eine Än
derung A a von a zu (a +  A a). 
Da weiter der Bogen D M = D M  
bleibt (Abb. 2), hat man zur 

Bestimmung von Acp als Erhöhungsänderung und Zla als Ände
rung der Seitenrichtung die 3 Gleichungen^!)

Abb. 2. Verkantung des Geschützes

(1)

ctg/? =  sina • ctg<p;

ctg(ß +  A ß ) =  sin(a +  Zla) • ctg(<p+ Aq>)\
cosa • cosip =  cos(a +  Zla) • cos (cp + A  <p), da DM =  D M ,

was schließlich ergibt

ctg/? =  sina • ctg<p;

(la l +  Aq>) =  sin(ß - f  A ß) ■ )  1 — cos2a • cos2^ ;

tg(ct +  Zla) =  cos(ß +  Aß) ■ \ 1 —  cos2 a • cos2 (f 
cos2a • cos2 w *

Beim sch iefen  R äderstand  ist a ~  0, d. h. /? = 9 0 ° . Ist 
Aß  sehr klein, so kann bei Benutzung des artill. Strichmaßes* 
gesetzt werden:

sin Zl /? «* tg Zl /? 0,001 • zl ß, d.h. cosAß  «« 1 — i_  (0,001 -Aß)'2

und schließlich

Zla = A ß  • tg9?; Acp — — 0,0005 ■ tg99 • {Aß)2 (in Strich).

* Ein Strich (1~) =  1/6400 von 360°.
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Zur Vermeidung der hier beschriebenen Verkantungsfehler sind an 
den Richtmitteln der Geschütze entsprechende Vorrichtungen vor
handen, die diese Fehler mechanisch ausschalten.

Eine weitere Konstruktionseigenschaft der Geschütze soll schließ
lich noch kurz besprochen werden: der R oh rrück lau f. Wir hatten 
oben starre Verbindung zwischen Rohr und Lafette vorausgesetzt. 
Schon bei einem 10-cm-Kaliber-Geschütz treten außerordentlich 
große Druckkräfte im Schildzapfenlager* auf, denen auf die 
Dauer keine Lafette gewachsen ist. Man hat daher Abhilfe dadurch 
geschaffen, daß das Rohr entgegen der Schußrichtung bei fest
stehender Lafette zurücklaufen kann, durch Flüssigkeitsbremsen 
abgestoppt und durch einen Vorholer wieder vorgebracht wird. 
Da die Rohrbremse mit ihrer Gleitbahn drehbar auf der Lafette 
angebracht ist, kann der Rücklauf bei jeder beliebigen Rohr
erhöhung ermöglicht werden. Eine kurze Näherungsberechnung 
mag die Verhältnisse noch besser beleuchten. In den folgenden 
Entwicklungen bedeuten: Gg =  Geschoßgewicht, Gr =  Rohrge
wicht, v0 =  Mündungsgeschwindigkeit des Geschosses, vr =  Rück
laufgeschwindigkeit des Rohres, l =  Rohrlänge, sg — Geschoßweg, 
sT =  Rücklaufweg des Rohres, tg =  Durchlaufzeit des Geschosses 
durch das Rohr und K =  Bremskraft. Nach dem Impulssatz bzw. 
Schwerpunktsatz gilt:

Gg-v0 +  Gr -vr =  0, d. h. vr =  — v0 — ■ G ■ sq 9 'Xg bg j Gr • sr — 0,

oder, da |sr | -j- | sg | =  l:**

sr \ = l ■ Gg

Die Verzögerung b der Rohrgeschwindigkeit durch die B rem s
kraft K  ist b =  -f- • K, so daß die Geschwindigkeit vT des ge- 

kT
bremsten Rohres gegeben ist durch i\ =  vr — ß- ■ K ■ tg, während

-Tr
1 K  .der gebremste Rohrweg sr =  sr — — • y • — • t/ ist. Schreibt man

* Der Rohrquerschnitt beim Kaliber 2 R  ist rr - R-, somit die Druckkraft 
im Schildzapfenlager 7i ■ R 2 ■ pmax, wenn pmax den Höchstdruck der 
Pulvergase bedeutet.
** Nach Ablauf der Geschoßbewegung im Rohr, bezogen auf die anfäng
liche Lage des Geschosses.
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nun die Rücklauf länge r vor, so ist die von der Bremskraft K  ge
leistete Arbeit gleich K  ■ (r — sr), die der Bewegungsenergie ■ vr-
des gebremsten Rohres gleichgesetzt werden muß. Somit bestimmt 
sich K  aus der Gleichung*

£ • ( «2 g \
g -K
0 T U =  K  - [r — s, g - K

26. zu

K  setzt sich im allgemeinen zusammen aus dem Bremswiderstand 
der Flüssigkeitsbremse und der Gegendruckkraft des Vorholers, 
vermindert um die in die Rücklaufrichtung fallende Komponente 
des Rohrgewichts.

Ein Zahlenbeispiel möge die Beanspruchung der Lafette bei ge
bremstem und starr verbundenem Rohr veranschaulichen: Bei einer 
17-cm-Kanone sei Or =11000 kg, 1 =  5 m, 6 g =  54 kg, r — 0,36 m, 
Gasdruck p =  3200 at, vo =  900m/s, tg =  0,035 s; es ist dann vr =  
—-4,4 m/s, sr — — 0,024 m, die Druckkraft im Schildzapfenlager bei 
starrem Rohr 726000 kg, die Bremskraft K  dagegen nur etwa 22000 kg, 
die die Lafette bei gebremstem Rohrrücklauf auszuhalten hat.

IY. Das Geschoß

Über die mannigfachen Arten der Geschosse nähere Ausfüh
rungen zu machen, verbietet der zur Verfügung stehende Raum. 
Das frühere Kugelgeschoß ist heute abgelöst durch zwei Arten von 
Geschossen: das Flügelgeschoß und das rotierende Langgeschoß, Die 
Verwendung der Kugelgeschosse hatte viele Nachteile zur Folge, 
die sich in großen Abweichungen der einzelnen Schüsse unterein
ander zeigten; der Grund war schlechte Abdichtung zwischen Ge
schoß und Rohr, so daß durch seitlich vorbeiströmende Gase dem 
Geschoß eine von der Rohrrichtung abweichende Abgangsrichtung 
erteilt wurde. Dazu kamen die durch Reibungen an der Rohrwand
* Bei dieser Näherungsrechnung ist die Nachwirkung der Pulvergase 
nach dem Austritt des Geschosses aus der Mündung vernachlässigt. 
Es sei aber darauf aufmerksam gemacht, daß ihre Berücksichtigung 
in der Praxis unerläßlich ist.
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verursachten Rotationen der Kugeln um ganz unkontrollierbare 
Achsen, was wiederum große „Streuungen“ der einzelnen Schüsse 
zur Folge hatte, und zwar infolge des Magnus-Effektes, auf den 
wir noch zu sprechen kommen. Diese Mißstände sind bei den oben 
erwähnten beiden Geschoßarten nicht vorhanden. Abb. 3a zeigt 
eine „Flügelmine“ , die meist bei kleineren 
Anfangsgeschwindigkeiten verschossen wird.
Sie hat den tropfenförmigen Geschoßkörper 
K  und trägt an ihrem Schwanzende eine 
Reihe von Flügeln F, die infolge der Pfeil
wirkung das Geschoß in stabiler Lage in der 
Flugbahntangente festhalten. Am größten 
Geschoßdurchmesser ist die dem Rohrkaliber 
gleiche Zentrierwulst W aufgeschlifien, um 
eine sichere Führung im Rohr zu gewähr
leisten. Die in Abb. 3b dargestellte Form 
des „rotierenden Langgeschosses“ besteht 
aus dem nicht ganz kalibergleichen Zylin
derkörper Z, dem konisch zugespitzten Ge
schoßende E und der „ogivalen“  Geschoß
spitze S, die eine Abrundung von meist 2 
bis 5 Kalibern hat. Oft hat das Geschoß noch 
eine kugelförmige Abflachung A  (0,36 Kaliber beim K ruppschen  
N orm algeschoß). Das Besondere an diesem Geschoß ist weiter 
das mäßig überkalibergroße kupferne Führungsband R, welches eine 
doppelte Aufgabe zu erfüllen hat: einmal die Abdichtung des Ge
schosses gegen das Rohr, zweitens aber, dem Geschoß durch Ein
pressen in die Züge des Rohres eine rotierende Bewegung, den 
D rall, zu erteilen. Dieser bewirkt, daß das Geschoß infolge seiner 
Kreiseleigenschaften die Richtung seiner Längsachse unter gleich
zeitiger Ausführung von Präzessionsbewegungen beizubehalten be
strebt ist. Auf nähere Einzelheiten zu dieser Frage gehen wir an 
anderer Stelle ein. — Schließlich erfolgt die Verwendung der 
beiden Geschoßarten aus Gründen einer Luftwiderstandsverringe
rung, auf die im entsprechenden Teil des Buches einzugehen ist.

/ '

>_£. ! 
b

Abb. 3. Flügelmine 
und Langgeschoß



B. Ä U S S E R E  B A L L I S T I K

Kap. I. Die wirksamen Kräfte beim Geschoßflug 
und die Bewegungsgleichungen des Geschosses

§ 1. Die Kräfte

a) D ie  S c h w e r k r a f t

Die Anziehungskraft der Erde (Schwerkraft) bewirkt beim frei
fallenden Körper an der Erdoberfläche eine Beschleunigung (g) von 
g — 9,81 m/s2. Da die Erde nicht als vollkommene Kugel ange
sehen werden kann, ist dieser Wert für verschiedene Breiten der Erd
oberfläche verschieden. Befindet sich der Körper um die Strecke h, 
gemessen auf dem Erdradius R, von der Erdoberfläche entfernt, 
so sinkt der Wert der Schwerkraft nach, dem Newtonschen An
ziehungsgesetz auf

(2) 9 =  gß)  =  9-
R2

(R -j- h)2

y ab. Wir betrachten nun die Erde 
als Kugel und legen auf ihr ein 
Koordinatensystem (x, y, z) so fest, 
daß x in die horizontale Schußrich
tung, y senkrecht dazu nach oben 
und z senkrecht auf der (x, y)- 
Ebene nach rechts zeigt. Für einen 
beliebigen Punkt P  (x , y, z) gilt 
dann (Abb. 4):

Der Winkel a zwischen der y- 
Richtung und der Richtung M P  
ist gegeben durch

tga  = ]x2 +  z3
R +  y '
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Ferner ist
,__________________1 ~2 I 72 (V)

h =  y(R +  y f  +  z2 +  z2 — R ^  y +  - j  ■ y

somit die Schwerkraft g im Punkte P  gemäß Formel (2):

# )  = ?  =  !/•
R2

(Ä  +  !/)2 -)-a:2 +  z2 !/•
a;2 +  z2\
-B +  y /.'

Die Komponenten von g für die Koordinatenrichtungen x, y, z be
stimmen sich zu

(3)

gx =  g ■ Bma-smß =  g-

gy =  g ■ cosa =  9

§2 =  9 ‘ &in a - cosß =  g ■

}(-ß +  yf-\- a;2-)- z2

_____ -B -f- y_____
] p  +  i/)2 +  z2 +  z2 

z
1/(R y)2 x2 z2

x g • x

da y <  R; 

~  n I 1___. „ j •
r  ü  V

9 ■ z
-B -)- y  R

da y <  R .

z

In diesen Formeln sind die Glieder höherer Ordnung in ~  fort
gelassen worden. Die dadurch entstehenden Fehler sind zu ver
nachlässigen.

b) Der L u ftw iderstan d

Neben der soeben besprochenen Schwerkraft spielt der Luft
widerstand die größte Rolle. Es erscheint klar, daß dieser von der 
Fluggeschwindigkeit v des Geschosses, seinem Querschnitt q und 
der Luftdichte <5 abhängen muß. Unter Querschnitt wollen wir 
hier die senkrecht zur Bewegungsrichtung liegende ebene Projek
tion des Geschosses verstehen. VahlenD) folgert dann für die Form 
des Gesetzes folgendes: Die Dimensionen von Länge, Masse und 
Zeit seien bezeichnet mit l, m, t; dann sind die Dimensionen des 
Querschnitts, der Geschwindigkeit und der Luftdichte gegeben 
durch l2, l - f — 1 bzw. m • l ~ z. Der Luftwiderstand W als Kraft hat 
die Dimension m-1-1~  2. Bezeichnet man weiter die Potenzen, mit 
denen die Dimensionen von v, q und <5 in den Widerstand W ein
Athen, Ballistik 2
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gehen, mit a, ß bzw. y, so besteht die Beziehung W =  F (va, qß, ör) 
oder in dimensionaler Betrachtung:

(m • l • f ~ !) =  /( ■ (l • t — 1)0 ■ (l2)ß • (m ■ l ~ 3)v.

wo ft eine dimensionslose Zahl bedeutet. Für die Exponenten von 
l; m; t bestehen somit die Gleichungen*

a +  2/3 — 3y =  l ;  y =  1; a =  2, d . h . / ? = l .

Infolgedessen ist der Luftwiderstand proportional der ersten Potenz 
des Querschnitts, der Luftdichte und dem Quadrat der Geschwin
digkeit; er hat also die Form

(4) W =  fi • q • <3 • v2 =  c • v2.

In dieser Formel soll fi eine konstante, dimensionslose Zahl sein. 
Die Erfahrung hat gezeigt, daß ft, also für ein bestimmtes Geschoß 
auch c =  fi • q ■ d, n ich t konstant ist. Die Voraussetzung (4) trifft 
vielmehr einigermaßen genau zu nur für Geschwindigkeiten, die 
kleiner als 240 m/s sind. Je näher die Geschoßgeschwindigkeit an 
die Schallgeschwindigkeit herankommt, desto größer wird fi; erst 
nach Erreichen einer bestimmten Geschwindigkeit (etwa 400 
bis 500 m/s, je nach den betrachteten, verschiedenen Widerstands
tabellen) wird fi wieder kleiner, ohne jedoch im allgemeinen den 
niedrigsten Wert von fi für v <  f / wieder zu erhalten. Der Wider
stand stellt sich demnach auf Grund der vorangehenden Entwick
lungen in der Form

(5) W =  c • v2 ■ K(v) =  c • f(v)

dar. In Abb. 5 ist die Ä(u)-Kurve qualitativ nach Untersuchungen 
von 0. v. EberhardOi) dargestellt, daneben auch eine ältere 
A(«))-Kurve, die von Siacci<43) auf Grund umfangreicher deutscher, 
russischer, englischer und holländischer Versuche im Jahre 1896 
ermittelt wurde. S iacci gab folgenden analytischen Ausdruck 
für j{v)\

* Durch Exponentenvergleich der Potenzen von l, m bzw. t auf beiden 
Seiten der Dimensionsgleichung.
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(6)

f{v) =  0,2002 ■ v — 48,05 +  p9,6 +  (0,1648 ■ v — 47,95)2 
0,0442 ■ v ■ (v — 300)

Neuerdings ist die Funktion f(v) von den Amerikanern verbessert 
worden; sie lautet

(7)

4 /“
'i^. l  _i_ 0 0392 ■<-___, A r )  , fn o _ , , 1 -t -u’uda-  \ 500 ,  Iv — 330\)

loS ^  =  log j° .2 o 5 + - — -------  ̂ jV_330\2' arctg
27226 +  494- 50 I

\ 50

v — 600 
1000

Die letztere Funktion wurde einem umfangreichen ballistischen

6 - 

S -

Abb. 5. Widerstandsgesetze

amerikanischen Tabellen werk („E x te r ia lB a llis t icT a b le s  based 
on Numerial Integration“ <37>) zugrunde gelegt. Den hier ange
führten analytischen Ausdrücken für f(v) wurde als großer Vorteil 
nachgerühmt, daß sie sich auf eine große Anzahl von Versuchen

2"
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mit Geschossen verschiedensten Kalibers und Gewichtes gründen. 
Daß dieser angebliche Vorteil in Wahrheit ein Mangel ist, werden 
wir weiter unten sehen. — Das Kruppsche Gesetz (v. E b er
hard <41>) ist nur tabuliert.

Bevor wir in der Betrachtung über den Charakter der Funk
tionen f(v) und K(v)  fortfahren, soll das Problem des Luftwider
standes gegen das fliegende Geschoß noch von anderer Seite be
leuchtet werden.

Das Geschoß mit der Längsachse AB  (Abb.6) fliege in der Rich
tung Pv, die mit der Tangente des Meridianschnitts den Winkel e, 
mit der Normalen n also den Winkel (90°— e) bildet. Man nimmt 

nun an, daß der Widerstand Wc in der
Flugrichtung Pv mit dem in der Rich
tung der Normalen ausgeübten Wider
stand Wu durch die Formel

(8) Wt =  x  (e) • Wn

verbunden ist, solange es sich um die 
kleine Umgebung d o des Punktes P  han
delt. In (8) stellt %(e) eine nicht näher 
definierte Funktion des Winkels e dar. 
Obwohl verschiedene Annahmen über die 
Eigenschaften von ^(e) gemacht worden 
sind, soll sie hier nicht weiter erörtert 
werden. In Übereinstimmung mit dem 
Obigen kann man nun für den in der
Richtung Pv wirkenden Luftwiderstand 

gegen das Flächenelement do ansetzen

We =  d ■ %{e) ■ f (v) • d ° .

Bezeichnet man mit r den senkrechten Abstand des Punktes P 
von der Geschoßachse und mit v den Winkel zwischen zwei Meri
dianschnitten, so ist der in die Richtung A B fallende Anteil von We

w äb  =  <5 • % (e) • /  (v) • r • dr • dv

und der Widerstand gegen die gesamte Geschoßfläche

W =  j  ̂d • % (e) • f (v) • r • d r • dv■

fi

Abb. G. Bestimmung des 
Luftwiderstandes
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Dieses Integral ist bezüglich v von 0 bis 2n  und bezüglich r von 
0 bis R (halbes Kaliber) zu erstrecken. Die Integration ergibt

(9)

oder wenn

gesetzt wird:

(10)

R
W =  ö -7 i -R * - f ( v ) .  J * ( e ) - ^ r  

o

R

0
i

W =  n ■ R2- d • i ■ f (v)

Das ist die heute noch gebräuchlichste Form des Luftwiderstandes. 
Man kann aus (10) schließlich durch Division von W durch die 
Masse des Geschosses folgende Formel (11) für die Verzögerung des 
Geschosses durch den Luftwiderstand herleiten:

( 11) 3t =  c • ö ■ i • f (v) =  c ■ <5 • i • v2 • K  (v)

wo x-RT-g 
c ~ — P ~ zu setzen ist; dabei ist P  das Geschoßgewicht;

c nennt man allgemein den „ballistischen Beiwert“ .
An die Formel (11) müssen einige wichtige Betrachtungen an

geschlossen werden.
p

1. Je größer die sogenannte Querschnittsbelastung Q =  ----- —

wird, desto kleiner fällt die Verzögerung des Geschosses durch den 
Luftwiderstand aus. Q ist direkt proportional dem Geschoß
gewicht. Hier liegt auch einer der Gründe, die den Übergang von 
Kugelgeschossen zu Langgeschossen bewirken. Man erkennt ohne 
weiteres, daß bei einem Langgeschoß die Querschnittsbelastung 
viel größer gehalten werden kann als bei einem Kugelgeschoß.

So beträgt z. B. bei einem zylindrischen 10-cm-Vollgeschoß von 30 cm 
Länge die Querschnittsbelastung 2250 kg/m 2; bei einem kugelförmigen 
Vollgeschoß von 10 cm Kaliber wird Q =  500 kg/m 2.

2. Die Verzögerung ist direkt proportional einem Faktor i,
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den man allgemein als „Formfaktor“  bezeichnet. Nach dem Mittel
wertsatz der Integralrechnung<XID kann man einen Mittelwert

R
e =  em so bestimmen, daß | / ( f )  •

o

R

X (em) ' J ]{2 _  X(£m) 
0

wird, i ist also ein im wesentlichen von dem Meridianschnitt, d. h. 
von der Geschoßform abhängiger Faktor. Man hat in der Tat lange 
angenommen, daß f(v) eine universelle Funktion sei, die nur von 
der Geschwindigkeit abhängt, während die die Größe des Wider
standes regelnden Faktoren c und i durch das Geschoß bestimmt 
seien. Bei 2 Geschossen mit ähnlicher äußerer Form, aber ver
schiedenem Gewicht und Abmessungen, müßten sich, da i für 
beide nach dem vorangehenden gleich sein muß, die Verzögerungen 
durch den Luftwiderstand umgekehrt verhalten wie die Quer
schnittsbelastungen. Andererseits müßten sich die Verzögerungen 
bei Geschossen von gleichem Kaliber und Gewicht, aber ver
schiedener Form verhalten wie die i- Werte. Beides würde bedeuten, 
daß die if(v)-Werte des einen Geschosses durch Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor aus denen des anderen Geschosses her
vorgehen. Die Erfahrung hat dies n ich t bestätigt; man überzeugt 
sich hiervon leicht durch Vergleich der in Abb. 5 dargestellten 
K(v)-Kurven für das Kruppsche Normalgeschoß und das zylin
drische 10-cm- Geschoß oder das S-Geschoß. Aus praktischen Er
wägungen heraus hat man aber doch lange, und zum Teil noch 
heute, bei vielen ballistischen Aufgaben daran festgehalten, i einen 
mittleren, konstanten Wert beizulegen. Für Geschosse bestimmter 
Form setzt man i =  1, so daß die Ä(v)-Kurvc für eben diese Ge
schosse genau gültig ist. Für Geschosse anderer Form hat i einen 
von 1 verschiedenen Wert. So ist z. B. bei der Ä'(?>)-Kurve von
0. v. E berhard i =  1 für das Kruppsche Normalgeschoß (ogi- 
vale Spitze mit 2 Kalibern Abrundungsradius und vorderer Ab
flachung von 0,36 Kalibern). Dann wäre zu setzen bei

3 Kal. Abrdg. u. 0,36 Kal. Abfl. etwa i =  0,87
3 „  „  „  0,25 „  „  „  i — 0,83
3 ,, ,, ,, scharfer Spitze ,, i =  0,84

Das Gesetz von S iacci gilt für i =  1 bei Geschossen mit 1,4 bis 
1,7 Kalibern Abrundungsradius der ogivalen Spitze. Beim K rupp-
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sehen Normalgeschoß soll nach Cranzd) i =  0,865 für die Wider
standsfunktion f(v) von S iacci sein. Die oben schon vermutete 
Veränderlichkeit des Formfaktors i fand durch Versuche, die
0. v. E berhard!41) durchführte, ihre Bestätigung. Nach 0. v. 
E berhard hat man für Geschosse, die von der Form des Normal
geschosses abweichen, folgende von der Geschwindigkeit abhän
gige Formfaktoren bei Benutzung der Kruppschen Ä^vJ-Tabelle 
zu nehmen:

Für Geschosse mit 

3 Kal. Abrdg. u. 0,36 Kal. Abfl. 

5,5 ,, ,, ,, 0,36 ,, ,,

o ,, ,, ,, 0,25 ,, ,,

3 ,, ,, ,, scharfer Spitze

1,3206 — ^  — 0,0001024 • v
V

1,4362 — — 0,0001128 • v
V

1,1959 _  +  0,0001467 • v
V

1,1311 — —  +  0,0003166 • vV

Für Infanteriegeschosse von der Form des S-Geschosses ist 

1 1 fiS4- =  1,410 — 0,0005915 • v .
I  V

Für rein zylindrische Geschosse hat O. v. E berhard keine be
sonderen i-Werte festgelegt, sondern eine nur für solche Geschosse 
gültige A(i’)-Tabelle zusammengestellt.

3. Neben dem ballistischen Beiwert c und dem Faktor i tritt im 
Luftwiderstandsgesetz noch die Luftdichte ö auf.

Wir wollen daher schon an dieser Stelle darauf eingehen. Be
kanntlich gilt für das Luftgewicht eines Kubikmeters in unseren 
Breiten, bezogen auf Meereshöhe, die Formel

( 12)

„ 1,2939 ■ Po 273 s -E
0 760 273 +  < ’ 273 +  t

^  =  0 , 4 6 5 - ^ - 0 , 1 7 4 . ^ .

oder

Hierin bedeuten: ö0 =  Luftgewicht (der Größe nach gleich dem Ge
wicht eines Luftwürfels von 1 m3), p0 =  der auf 0° C reduzierte Baro
meterstand in mm Hg, t =  Temperatur in Celsius-Graden, s =  rela
tive Feuchtigkeit, E =  Spannkraft des Wasserdampfes in ge-
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sättigter Luft, T =  Temperatur in absoluten Graden, e =  Spann
kraft des tatsächlich in der Luft vorhandenen Wasserdampfes. Das 
Luftgewicht* (mithin auch die Luftdichte) ist eine mit der Höhe y 
über Meereshöhe abnehmende Funktion. Der Verlauf dieser Funk
tion ist schnell abgeleitet. Bezeichnen wir mit 6 das Luftgewicht 
eines Würfels mit 1 m Kantenlänge, wie es in Zukunft immer ge
schehen soll, so gilt die Zustandsgleichung

(13) To=  <V R ■ To,

w0 p0 =  Luftdruck, R =  Gaskonstante =  29,29 für Luft, T0 =  ab
solute Temperatur. Für eine beliebige Höhe y gilt also

(13a) p(y) Ö(y) -R-T(y ) ,  d. h. Po
p(y)

So . To 
ö(y) T(y)'

Daneben muß die Gleichgewichtsbedingung

(14) dp =  — d • dy

bestehen. Die Bedingung (14) folgt unmittelbar aus der Über
legung, daß die infinitesimale Abnahme des Luftdrucks (— dp) 
gleich sein muß dem Gewicht einer Luftsäule von 1 m2 Grund
fläche und einer Höhe dy.  Aus (13a) und (14) folgt durch Differen
tiation und Gleichsetzen

dp =  dö • R • T - f d 1 R • dT =  — ö • dy,
d. h.

di5 dT dy
<5 “  T R T'

Integriert ergibt dieses

y
(15) ö (y) _  To

i r dV 
R ' J T(y)

°0 T(y) 0

und infolgedessen mit (13) und (13a), sowie mit (15):

* Unter Luftgewicht wollen wir künftig das Gewicht eines Luftwürfels 
von 1 m Kantenlänge verstehen; damit ist dann auch die Luftdichte 
numerisch sofort angebbar.
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(16) p ( y ) <5(2/)

V
(' d y
J T ( y )

Po *0 T o 0

Für die Funktion T(y) nimmt man im allgemeinen eine lineare 
Abnahme mit der Höhe an, solange y nicht über die Grenze der 
Troposphäre (bis ~  12000 m Höhe) hinausgeht. In der Strato
sphäre hat T den konstanten Wert von 213° abs. Infolgedessen 
folgt aus der Beziehung

(17) T(y)  =  T0 — A • y (A =  Temperaturgradient)

sofort 213 =  273 — A • 12000 oder A ~  0,005. Bezeichnen wir mit 
/ij bzw. Tx den Luftdruck bzw. die absolute Temperatur an der 
Grenze Troposphäre — Stratosphäre, so gilt mit Benutzung von (17)

(18) ^ - M 273^ - ^ 7 -1

für die Troposphäre und

(19) ö{y) =  ■ c
y —  120 0 0  

213 • R~ bzw. V (y) =  Pi - e

y  -  - 12 0 00 
213 • R

für die Stratosphäre; dabei sind dj und ■p1 nach (18) zu bestimmen. 
Für viele Zwecke kommt man damit aus, für f {y )  durchgängig 
eine der Formel (19) analoge zu benutzen:

( 20) v{y) = P o - e
v

*  ' Tm t

wo Tm einen mittleren Wert hat; für Tm =  273° abs. gilt also die 
sog. „barometrische Höhenformcl“ :

( 21) 18 400. l o g . . ( J ^ )

Zur Berücksichtigung der Luftgewichtsänderung mit der Höhe gibt 
es übrigens eine Reihe von Näherungsformeln, von denen wir zwei 
anführen wollen, da sie für die Ballistik von einiger Bedeutung ge-
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worden sind. Nach E v e r lin g (46) kann man auf Grund einer 
großen Zahl von Erfahrungswerten ansetzen

(22)
c . x c — 0,000106 • yd(y) =  da -e ■ v =  V j q  — 0,000046 ■ y

(Everlingsche Formel)

und nach St. R o b e r t(45) oder C h arbon n ier<10—13)

(23) <5(2/) =  (30- (1 — Je ■ y), wo k =  0,00008 bis 0,00011.

Man überzeugt sich leicht, daß (22) und (23) als Näherungsaus
drücke aus (15) ableitbar sind. (50 setzt man im allgemeinen fest zu 
<50 =  1,22 kg/m3. . . . .  .

Weitere Einzelheiten, soweit sie ballistisch von Interesse sind, 
werden wir an der entsprechenden Stelle behandeln.

c) L u ftw iderstandsm essungen  und 
L u ftw iderstan dsgesetze

Es sind heute mehrere Verfahren im Gebrauch, die es gestatten, 
den Luftwiderstand eines fliegenden Geschosses zu messen. Das 
einfachste und älteste Verfahren beruht auf der Bestimmung des 
Geschwindigkeitsabfalles des Geschosses auf einer passend ge
wählten Meßstrecke s. Mit geeigneten Apparaten, von denen weiter 
unten ausführlicher die Rede sein wird, werden am Anfang und am 
Ende der Strecke s die Geschoßgeschwindigkeiten r, und v3 ge
messen. Ist das Geschoßgewicht gleich P, so muß der mittlere Luft
widerstand* W m — W (vm), I +  r2 auf der Strecke s die
Arbeit Wm ■ s leisten, die ihrerseits gleich der Differenz der kine
tischen Energieen in den Endpunkten der Strecke s ist, also bei 
Annahme der Geradlinigkeit der Flugbahn auf der Strecke s:

P  41 2 ___ 41 2
(24) Wm =  W(vm) =  ^

Bei diesem Verfahren muß man natürlich besondere Sorgfalt dar
auf verwenden, daß außer der Geschwindigkeit alle Größen, wie 
* Das ist der Widerstand an derjenigen Stelle der Strecke s, wo die 

Geschwindigkeit den Mittelwert vm Vl y V'2' annimmt.
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Geschoßgewicht, Geschoßform, Kaliber usw., konstant gehalten 
werden. Das so gewonnene empirische Widerstandsgesetz gilt „ein
wandfrei“  jedoch nur für das zum Versuch benutzte Geschoß. Soll 
es in seiner Gültigkeit auf andere Geschosse ausgedehnt werden, 
so muß bezüglich des ballistischen Beiwertes, der Luftdichte und 
des Formfaktors das oben Erwähnte berücksichtigt werden. Auf 
die Zulässigkeit dieser Maßnahmen wird weiter unten noch zurück
zukommen sein.

Ein neuzeitliches Verfahren gestattet die photogrammetrische 
Festlegung der Flugbahn eines Leuchtspurgeschosses, sowohl 
nach ihren Koordinaten (x , y, z), sowie nach dem Zeitverlauf 
der Bewegung. Durch numerische Differentiation und Zuhilfe
nahme der Differentialgleichungen der Bewegung (s. S. 43) kann 
man daraus den Luftwiderstand ableiten.

In der Praxis sieht dieses Verfahren folgendermaßen aus: Beim 
Versuch, der nachts durchgeführt werden muß, wird das mit 
Leuchtsatz versehene Geschoß von 2 genau orientierten P h o to 
th eod o liten , deren Objektive nach dem Abfeuern in einem genau 
bekannten Rhythmus geöffnet und geschlossen werden, photo
graphisch aufgenommen. Die Geschoßflugbahn stellt sich dann auf 
den beiden Platten je als gestrichelte Linie dar, bei der jeder Punkt 
den Ort des Geschosses nach einer Zeit von je At  s bezeichnet; 
A t ist festgelegt durch den Rhythmus der Belichtung. Aus der Lage 
der einzelnen Punkte auf den beiden Photoplatten kann mit ge
eigneten Ableseapparaten, den sog. S tereokom paratoren , die 
Lage dieser Punkte im Raum bestimmt werden (s. S. 88). Damit 
sind dann die Koordinaten (x , y, z) des Geschosses nach je einem 
Zeitintervall von A t s bekannt.

Betrachten wir zunächst die Abszissen x. Die Ableitung d?x .
dt2 ist,

absolut genommen, gleich der Horizontalkomponente 91 • cos §  der 
Verzögerung durch den Luftwiderstand, wenn $  der Winkel 
zwischen Flugbahntangente und Abszissenachse ist; die Ableitung
d x > • ■ • •ist gleich der Horizontalkomponente v ■ cos & der Geschwindig
keit. Bezeichnen wir mit A'x  die jeweils zum Zeitelement At  ge
hörigen Abszissenstücke, mit A"x  die ersten Differenzen der A ’x 
und mit A ’"x  schließlich die zweiten Differenzen der A'x usw., 
so ist nach den Regeln der numerischen Differentiation*15) an der 
Stelle t
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(25)
0 (= (" ' cos^ = i

( S ) = (-  {R- cos^ t =

- ! « > ) *  + —

Hier muß man bei den ungeraden Differenzen A ’ , A'", . . . den 
Mittelwert A m aus der unteren und oberen zu t gehörigen Zeile des 
Differenzenschemas* nehmen, für A " , A " " , . . .  die Werte der
gleichen Zeile. — Entsprechend ist für die Ordinaten y. 4^ =  i' • sin 0 
gleich der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit und 
(— g — 31 ■ sin??) =  gleich der Resultierenden aus der Schwere
beschleunigung g und der Vertikalkomponente der Verzögerung 
durch den Luftwiderstand, folglich mit den gleichen Differenz
bezeichnungen wie oben

" ---------

(A " y ) - ± ( A " " y ) t +  -{A t f

Nach Bestimmung von v-cos§ ,v -  sin 0, 31 • cos {) und 9t • sin d sind
v und 91 ohne weiteres bestimmbar: v =  /(i> ■ sin fl)2 -|- (v ■ cos $)2,
91 =  V(31 • sin #)2 -|- (91 • cos ff)2. Multipliziert man schließlich 91
noch mit -!-=, so erhält man nach (11) die Luftwiderstandsfunk- c • o
tion i • f(v) in tabellarischer Form.

Beispiel. Gemessen wurden die Punkte der folgenden Übersicht 
(Spalten 1 bis 3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

t X y A' x A” x A " 'x A " " x A 'y A " y A '"y A " " y

0,2
0,4

118.3
231.4

118,1
230,6

+ 113,1
-5 ,3

+ 112,5
-5 ,5| + 107,8 | + 0,4 + 107,0 + 0,3]0,6 339,2 337,6 -4 ,9 + 0,2 -5 ,2 + 0,2+102,9 +"0,6 + 101,8 + 0,50,8

1,0
442,1
540,7

439.4
536.5

-4 ,3 -4 ,7
+ 98,6 + 97,1

* Siehe Beispiel auf dieser Seite, unten.
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Da A t =  0,2 s, erhält man für den in der Mitte stehenden Wert 
t =  0,6 s:

—  =  v ■ cosft =  526,36 m/s; ^  =  v ■ sind =  521,65 m/s; dt dt '

91 ■ cos# =  122,9 m/s2; 91 • sin d =  120,6 m/s2.

Dabei werden gemäß Formeln (25), (26) die eingerahmten Differenzen 
des Schemas benutzt. Ferner ist

9i(v) =  91(741,1) =  172,2 m /s2.

Da y =  337,6 m, ist —— — 0,965 nach der Everlingschen Formel; da
. °° .ein Geschoß von 15 kg und 10 cm Kaliber verfeuert war, erhält man mit

- _  ' {2 Ii)*' 'J =  1.083* (R  in cm):100 P ■ <\

i -f(v) =  i •/ (741,1) =  86,9 m/s2.

Dieses Verfahren muß für alle Punkte der vermessenen Bahn wiederholt 
werden, damit i ■ f(v )  in tabellarischer Form erhalten wird. Unter Um
ständen ist hieran noch eine weitere Korrektur vorzunehmen, die sich 
aus der höhenveränderlichen Lufttemperatur ergibt (vgl. § 1 d).

Wir haben schon oben darauf hingewiesen, daß die Praxis die 
multiplikative Verbindung von c, i, d und f(v) im Luftwiderstand 
nirgends bestätigt hat. Es hat sich vielmehr gezeigt, daß der Luft
widerstand streng genommen für jedes Geschoß gesondert be
stimmt werden muß. Die Verbindung c • d ■ i • f(v) stellt nur eine 
erste Annäherung an die tatsächlichen Verhältnisse dar; das strenge 
Luftwiderstandsgesetz müßte demnach von der allgemeinen Form

W =  F(v, i, c, d)

sein. Es haben sich aber bisher für die Annahme, daß W propor
tional von ö sei, nirgends Widersprüche erhöhend), allerdings 
liegen einwandfreie Versuche in dieser Richtung auch nicht vor. 
Wir können vorläufig also noch an der Form

W =  d ■ F (v , i ,  c)

für den Luftwiderstand festhalten. Wie weit diese Form auch
* Dieser c-Wert ist anders definiert als z. B. in Formel (11). Dadurch tritt 
aber nur eine andere zahlenmäßige Normierung von f(v)  ein, während 
die Größe der Verzögerung c ■ f(v)  u n g eän d ert bleibt.
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theoretisch, bestätigt werden kann, werden wir weiter unten sehen. 
Daß i implizit in F (v, c, i ) enthalten sein muß, machen auch die 
bereits weiter oben angegebenen, von der Geschwindigkeit v ab
hängigen i-Werte von 0. v. E berhard wahrscheinlich. Die f-Werte 
stellen nichts anderes dar, als n ich t konstante Korrektionswerte, 
die man freilich als nur schwach veränderlich annimmt. Daß auch 
c in F ( v , c , i )  implizit eingeht, folgt aus der Tatsache, daß i für 
gleichgeformte Geschosse verschiedenen Kalibers nicht konstant 
ist. Vielmehr hat man beobachtet, daß bei größeren Kalibern die 
v. Eberhardschen i-Werte zu groß werden. Nach K ritzin ger(14> 
muß man i mit den folgenden, nur näherungsweise konstanten 
„Kaliberfaktoren“  multiplizieren:

Kaliber (cm) . . 6 10 15 20 25 30 35

Kaliberfaktor . . 1,04 | 1,00 0,92 0,82 0,71 0,56 0,45

Gleichwohl hat es sich für die meisten ballistischen Aufgaben 
als zweckmäßig erwiesen, mit für alle Geschosse einheitlichen Luft
widerstandsgesetzen zu arbeiten. Es gibt eine große Anzahl solcher 
Luftwiderstandsgesetze. Wir führen hier eine kleine Auswahl an, 
soweit sie heute überhaupt noch eine Bedeutung haben.

Das älteste, von N ew ton , Legendre, B ern ou lli u. a. be
nutzte Gesetz hat die in Gleichung (4) angegebene einfachste Form. 
Danach ist die Verzögerung durch den Luftwiderstand gegeben 
durch

(27) 91 =  c, • u2 , wo c2
R2 -Ti-ö ■ g ■ 0,014 • i 

P • 1,206

Hierin ist 2 R =  Kaliber in m, d =  Luftgewicht in kg/m3, 
g =  9,81 m/s2, P =  Geschoßgewicht in kg, i =  Formfaktor (=  1 
für Geschosse mit 2 Kalibern Abrundungsradius der ogivalen 
Spitze). K(v) ist für dieses Gesetz konstant [c • i f  (v) =  c2] .

Weiterhin ist mit einer Abänderung dieses Luftwiderstands
gesetzes derart gerechnet worden, daß v nicht mehr mit der 2. Po
tenz, sondern mit einer beliebigen Potenz n eingeht, d. h.

(28) 9t =  cn - v».

So hat z. B. B ash forth (18) ausführliche ballistische Tabellen für
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>1 =  3 berechnet. Auch Polynome sind vielfach für 31 angesetzt 
worden, z. B.

=  a • vn -f- b • vm.
Das lange Zeit gebräuchlichste Gesetz war jenes von Siacch43) 

[Formel (6)], oft gebraucht deswegen, weil ausgedehnte ballistische 
Tabellen darauf beruhen. Hierher gehören auch die Gesetze 
Formel (7) (Am erika(37)) und das Kruppsche Widerstands- 
gesetz<41), die alle drei bereits erwähnt wurden. Bestimmt man aus 
ihnen K(v), so erkennt man folgenden in Abb. 5 dargestellten 
charakteristischen Verlauf: bis etwa v =  200 m/s ist K(v)  nach 
S iacci nahezu konstant, d. h. W hat die Form (4). Beim K ru p p 
schen und am erikanischen Luftwiderstandsgesetz hat K(v) bei 
v — 200 m/s einen Tiefpunkt. Dann steigt die K(»)-Kurve stark 
an, hat bei etwa v =  330 m/s (Schallgeschwindigkeit) einen Wende
punkt und erreicht bei t’ ~ 5 0 0 m /s  (Siacci) bzw. 430 — 480 m/s 
(K rupp, amerik. Gesetz) einen größten Wert. Von da an nähert 
sich K(v) asymptotisch einer Horizontalen, die jedoch höher liegt 
als der Tiefpunkt bei v =  200 m/s. Das bedeutet also, daß bei 
größeren Geschwindigkeiten wieder annähernd ein Gesetz der 
Form (4) besteht. In den folgenden Zahlentafeln sind einige Werte 
dieser verschiedenen Gesetze auszugsweise wiedergegeben.*

V
Siacci Krupp Amerik. Gesetz

m/s 106 - K(v) n(v) 106 - K(v) n(v) 104 - K{v) n(v)

50 121 2,002 _ _ 1,625 2,008
100 121 2,010 — — 1,495 1,835
150 121 2,024 1,190 — 1,391 1,836
200 123 2,073 1,195 2,039 1,363 2,104
250 128 2,355 1,243 2,475 1,514 3,025
300 172 5,875 1,551 4,650 2,133 4,906
350 273 3,875 3,174 5,519 3,453 4,495
400 323 2,757 3,843 2,448 4,228 2,760
450 342 2,307 3,981 2,181 4,378 2,154
500 348 2,061 3,998 1,986 4,436 1,865
600 342 1,768 3,852 1,674 4,215 1,613
700 326 1,591 3,647 1,674 3,944 1,557
800 306 1,488 3,502 1,734 3,720 1,592
900 287 1,413 3,400 1,763 3,564 1,671

1000 269 1,356 3,320 1,795 3,467 1,763

* Vgl. auch den Tabellenanhang
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Dabei ist die Verzögerung durch den Luftwiderstand:

9t =  c • <5 • f (v) ,

mit

Siacci Krupp Amerik. Gesetz

1000 - i -  (2 R f  ̂ n ■ B 2 ■ g • i 1000 • (2R f  ■ i
C 1,206 ■ P '' 1,220 ■ P 1 ~  1,250 P

K aliber 2 R in m, 
Geschoßgew. P  in kg

R in cm , P  in kg Rin  m, P  in kg

Die Integration der ballistischen Hauptgleichungen wird, wie wir 
an entsprechender Stelle sehen werden, bedeutend vereinfacht, 
wenn man ein Luftwiderstandsgesetz der Form (28) zugrunde 
legen kann. Für ein bestimmtes v müßte dann sein

c • ä • f(v) =  cn ■ vn.

Durch logarithmische Ableitung nach v ergibt sich:

/'(«) =
f (v )  v '

Für beliebige v haben also c • d • f(v) und cH • vn eine zweipunktige 
Berührung, wenn

(29) n(v) =  v •
f(v)

gesetzt wird; n (v) nennt man auch den ballistischen Widorstands- 
grad. Er ist, soweit er bekannt war, in die obige Tabelle eingetragen.

Man erkennt, daß n (v) mit v stellenweise stark veränderlich ist. 
In der Tat haben daher mehrere Ballistiker versucht, die Luft
widerstandsfunktion durch sog. „Zonenpotenzg'esetze“  anzunähern. 
So geben M ayew ski <5) <6> und Sabudski W (44> (Rußland) fol
gendes Gesetz an:

91 = R2 ■ n ■ <5 ■ i ■ g 
1,206 • P

■ m • vn.
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Dabei ist für m und n zu setzen:

V

(m/s)
m n

0—  240 0,0140 2

240—  295 0,5834 • 10- 4 3
295—  375 0,6709 • 10- 9 5
375—  419 0,9404 • 10- 4 3
419—  550 0,0394 2

550—  800 0,2616 1,7
800— 1000 0,7130 1,55

Chapel — V allier — Scheve — H oje l geben an:

0 <  v <  300 m/s : «R =  c • 0,33814 • vz<* ■ IO“ 5 
300 <  v <  330 m/s : =  c • 0,21962 • v5 • IO“ 11
330 <  v <  1000 m/s : 9t =  c-0 ,125-(v— 263) (Chapelsobe Gerade);

dabei ist zu setzen:

104 ■ B? ■ d ■ i ■ g 
1,206 ■ P ■ 9,81 '

d) L u ftw iderstan d  und L u fttem p era tu r .

In den vorangehenden Entwicklungen war die Temperatur der 
vom fliegenden Geschoß durcheilten Lufthülle nur insofern be
rücksichtigt worden, als sie in das Luftgewicht oder die Luftdichte 
eingeht. Tatsächlich wirkt sich aber die Lufttemperatur auch noch 
in anderer Weise auf den Luftwiderstand aus. Statt von der Luft
temperatur zu sprechen, können wir auch die jeweilige Schall
geschwindigkeit in der das Geschoß umgebenden Lufthülle heran
ziehen, da die Schallgeschwindigkeiten s1 und s2 in zwei Luftmedien 
mit den absoluten Temperaturen T1 und T2 in der Beziehung

(30) Sl:s 2= i l \ : f f ;

zueinander stehen.
Athen, Ballistik 3
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Eine qualitative Betrachtung möge zur Erläuterung dienen: 
Denkt man sich einen Stempel in einer Bohre stoßweise vorwärts
bewegt, so entsteht bei jedem Stoß eine Luftverdichtungswelle, 
die ihren Ursprung am Stempel hat und sich mit der Schallge
schwindigkeit s fortbewegt. Ähnlich ist es beim bewegten Geschoß; 
von der Geschoßspitze gehen kontinuierlich Luftverdichtungs
wellen aus, während sich am Geschoßende Luftverdünnungswellen 
bilden. Ist die Geschoßgeschwindigkeit kleiner als die Schall
geschwindigkeit, so eilen die Verdichtungswellen dem Geschoß 
voraus, ist sie größer, so staut sich, da nunmehr das Geschoß den 
Verdichtungswellen vorauseilt, an der Geschoßspitze die Luft: eine 
Widerstandsvergrößerung ist die Folge. Dies erklärt auch quali
tativ die beiden oben besprochenen Geschoßarten: bei Geschwin
digkeiten, die kleiner als die Schallgeschwindigkeit sind, verwendet 
man oft die tropfenförmige Flügelmine, da sich die am Geschoß 
vorbeiströmende Luft dieser Form am besten anschmiegt; bei Über
schallgeschwindigkeiten dagegen ist zum besseren Durchdringen 
der gestauten Luft die spitze Geschoßform die günstigste. Schon 
M ach<18) hat darauf hingewiesen, daß die „Kopfwelle“  des Ge

schosses zur Geschwindig
keitsmessung herangezo
gen werden könnte. Denn 
befand sich das Geschoß 
mit der Geschwindigkeit 
v vor 0,1, 2, 3 , . . .  Sekun
den nacheinander in I, 
II, III ,  . . . (Abb. 7), so 
hatte es jeweils die Strek- 
ken x, (x—v), (x— 2v),... 
zurückgelegt; die von I, 
II, III ,  . . . ausgehenden 
Verdichtungswellen ha
ben dann in derselben 

Zeit die Wege 0, s, 2 s, . . . zurückgelegt. Infolgedessen ist der 
halbe Offnungswinkel a der Wellenenveloppe gegeben durch

Abb. 7. Einhüllende der Schallwellen

(31) sina =  —. d.h.t' v — s • cosec a

Jedenfalls erkennt man, daß bei der Betrachtung des Luft
widerstandes die Fälle v<^s und v^>s auseinanderzuhalten
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sind*; wegen (30) muß dann auch die Lufttemperatur eine be
stimmte Rolle spielen.

Es hat sich in der Praxis mit der Verfeinerung der Meßmethoden 
gezeigt, daß die theoretisch berechneten Flugbahnen eines Ge
schosses selbst bei Berücksichtigung der Luftgewichtsabnahme mit 
der Höhe nicht mit den photogrammetrisch aufgenommenen, tat
sächlichen Flugbahnen übereinstimmten, selbst dann nicht, w'enn 
vorher mit den genauesten Mitteln die für dieses Geschoß gültige 
K  (u)-Kurve bestimmt wurde. Die durch Geschoßrotation be
wirkten Pendelungen konnten zur Erklärung nicht dienen. Erklär
lich wurden die Abweichungen nur durch die Annahme eines 
anderen Widerstandes in höheren Luftschichten, als nach der 
Formel 9t =  c • d(y) • f(v) erwartet werden müßte. Die einzigen 
höhenveränderlichen Elemente sind aber Luftgewicht und Luft
temperatur. Daß mit letzterer die geschilderten Abweichungen er
klärt werden können, wurde von verschiedenen Ballistikern ver
mutet und bestätigt. Danach muß der Luftwiderstand die Form (32) 
haben:

(32)

Die Abhängigkeit des Widerstandes von der Schallgeschwindigkeit 
und damit von der Temperatur war übrigens nach den voran
gehenden qualitativen Betrachtungen zu erwarten. — Schon 1883 
soll Sarrau (Frankreich) darauf aufmerksam gemacht haben. In 
Deutschland hat wohl P ran d tl(50) als erster diese Verhältnisse 
festgestellt. Auf Grund der Weltkriegserfahrungen gab D arrieus(49) 
(Frankreich) eine einleuchtende Erklärung für Formel (32). Er 
schließt folgendermaßen: Man denke sich das gleiche Geschoß in 
zwei Luftschichten Lx und L2 fliegend, die beide gleiche Luftdichte, 
aber verschiedene Temperaturen (und Schallgeschwindigkeiten) 
Tx und T2 bzw. «, und s2 haben. Nach der k in etisch en  Gas
theorie ist in beiden Medien die mittlere freie Weglänge der 
Luftmolekeln gleich, während die mittleren Molekulargeschwindig
keiten wx bzw. w2 im Verhältnis w1: w2 =  sx : s2 =  | 1\ :| T2 zu
* Für v <[ s wird sin a >  1; a hat dann also keinen reellen Wert mehr.

3*
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einander stehen. In beiden Luftschichten werden gleichviel Luft
molekeln von dem fliegenden Geschoß getroffen, wenn die ent
sprechenden Geschoßgeschwindigkeiten und v2 im Verhältnis 
u\ : ir2 =  i 'j : v2, d. h. : v22 =  T1: T2 stehen; diese Forderung ist 
nötig, da bei konstanter Temperatur offenbar die gleiche Anzahl 
getroffener Moleküle gleichen Widerstand bedeutet. Die von den 
fliegenden Geschossen an die getroffenen Moleküle abgegebenen 
Energiemengen verhalten sich wie vx2: v22; das ist dann aber auch 
das Verhältnis der in Lx und L2 auf das Geschoß ausgeübten Wider
stände W1 bzw. W2. Die Beziehung Wr : W2 =  Uj2: v22 besteht je
doch dann, und nur dann, wenn W die allgemeine Form (32) hat. 
Eine strengere Ableitung der Form (32) hat L an gevin (63) mit 
Hilfe von Ahnlichkeitsbetrachtungen aus den aerodynamischen 
Grundgleichungen durchgeführt.

Übrigens läßt sich (32) auch durch Dimensionsbetrachtungen 
gewinnen, wie es V ahlen(4) gezeigt hat. Hat man nämlich außer 
v, q, d (vgl. S. 17) noch s zur Verfügung, so lassen sich aus diesen 
4 Faktoren nur der durch (4) bestimmte dimensionslose Quotient

W _  
q- 6 ■ v2 ^

und außerdem das dimensionslose Verhältnis — bilden. Das wirk-s
liehe Gesetz für W kann also nur zwischen diesen beiden Fällen 
liegen, d. h. es muß gelten

W ^ q - Ö - V 2 - ^ ,

womit wieder die in (32) gegebene Form erscheint.
Es soll an dieser Stelle noch vermerkt werden, daß man für T0 im all

gemeinen den Wert T0 = 283° abs. (d. h. -}-10° C) festzulegen pflegt.

e) Z en trifu ga lk ra ft und C orio liskraft

Wird die Geschoßbewegung bei rotierender Erde betrachtet, so 
treten zwei weitere Kräfte in Erscheinung, die bei Fernbahnen 
nicht vernachlässigt werden dürfen. Die eine ist die Zentrifugal
kraft, die sich mit der Schwerkraft zu einer Resultierenden, der 
„sch ein baren “  Schwerkraft zusammensetzt. Befindet sich der 
Nullpunkt des bereits eingeführten Koordinatensystems (x , y, z),
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(§ la), an einem Ort 0  der Erdoberfläche, und ist der senkrechte 
Abstand E eines Punktes P ( x , y , z )  von der Umdrehungs
achse der Erde E =  E ( x , y , z ) ,  so greift im Punkte P  daher 
die Zentrifugalbeschleunigung E (x ,  y, z) ■ n2 an, wo n die
Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde bedeutet n 2.-r

24 • 60 ■ 60
=  0,000073 s~ 1 , so daß als Korrektur für die „scheinbare“
Schwerkraft die Komponente von n2 • E(x,  y, z) verbleibt. Die 
Zerlegung von E in die Komponenten Ex, Ev, Ez für die Achsen
richtungen x, y, z führen wir hier nicht durch (vgl. dazu V ahlen(4)). 
— Die Corioliskraft ist die zweite infolge der Erdumdrehung zu be
rücksichtigende Kraft. Betrachtet man nämlich einen Punkt P  mit 
der „Relativgeschwindigkeit“ vr in einem System S, das seinerseits 
irgendeine Bewegung mit der „Führungsgeschwindigkeit“  vf aus
führt, dann ist zwar immer die Absolutgeschwindigkeit dieses Punk
tes P  die Resultierende aus vr und vf , dagegen ist die Absolut- 
beschleunigung von P  die Resultierende aus der Führungsbeschleu
nigung des Systems S, der Relativbeschleunigung von P in S und 
einer weiteren Beschleunigung: der Coriolisbeschleunigung. Diese 
ist gleich dem doppelten Produkt aus der Winkelgeschwindigkeit 
des Systems S und der zur momentanen Drehachse von S senkrech
ten Komponente von vr. Die Coriolisbeschleunigung steht senkrecht 
auf vr und der monentanen Drehachse; sie wirkt ablenkend auf v 
im Sinne der Drehung. Hat man also ein Koordinatensystem 
(X , Y , Z ), dessen Z-Achse mit der Erdachse zusammenfällt, so 
lauten die Flugbahngleichungen bei ruhender Erde als Funktionen 
der Flugzeit t : X  =  X(t), Y =  Y(t), Z =  Z(t). Die Komponenten 
der Corioliskraft sind nach dem Obigen (— 2n ■ Y, - f  2® ■ Z , 0), so 
daß die Flugbahn bei rotierender Erde näherungsweise gegeben 
ist durch

X(t)  =  — 2n ■ Y(i) +  X(t); Y =  2n ■ X(t) +  Y(l); Z( t )=Z(t ) .

Zunächst ist Z(t) =  Z(t), d. h. in Richtung der Erdachse wird die 
Bewegung des Geschosses durch die Corioliskraft nicht verändert. 
Die Integration der Gleichungen für X  und Y bietet keine Schwie
rigkeiten. Wir kommen darauf später zurück.
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f) P o isson e ffek t und M agnuseffekt

Die beiden hier zu besprechenden Erscheinungen, die als Folge 
der Geschoßrotation auftreten, sind außerordentlich verwickelter 
Art und sollen an dieser Stelle nur der Vollständigkeit halber ohne 
lange theoretische Erörterung genannt werden. Auf manche mit 
ihnen zusammenhängende Fragen wird später zurückzukommen 
sein. Bei den folgenden Ausführungen nehmen wir an, daß die Ge
schoßspitze stets oberhalb  der Flugbahntangente liege.

Der Poissoneffekt, auch P olsterw irku n g genannt, beruht 
darauf, daß sich auf der Vorderseite des Geschosses eine Art 
Kissen von zusammengepreßter Luft bildet, während auf der 
Rückseite eine Luftverdünnung eintritt. Durch die unterschied
liche Reibung auf beiden Seiten rollt das Geschoß also gleichsam 
wie auf einem Polster im allgemeinen nach rechts ab, wenn es 
Rechtsdrall hat.

Der Magnuseffekt(53) <54) entsteht dadurch, daß das Geschoß die 
vorbeistreichenden Luftteilchen im Sinne seiner Rechtsrotation 
mitreißt. Die Geschoßachse liegt oberhalb der Flugbahntangente 
(Strömungsrichtung der Luft). In Richtung des fliegenden Ge
schosses gesehen, "wird sich also auf dessen linker Seite ein luft
verdünnter, auf der rechten Seite jedoch ein luftverdichteter 
Raum bilden. Der so entstehende Druckunterschied auf beiden 
Seiten muß im allgemeinen in einer Linksabweichung des Geschos
ses in Erscheinung treten.

Es kann jedoch auch der Fall eintreten, daß die geschilderten 
Abweichungen nach der entgegengesetzten Seite erfolgen, nämlich 
dann, wenn die Geschoßspitze unterhalb  der Bahntangente liegt.

§ 2. Theoretische Ableitung eines Widerstandsgesetzes

Wenn es bisher auch noch nicht gelungen ist, eine befriedigende 
Theorie für den Luftwiderstand zu erbringen, so wollen wir trotz
dem an dieser Stelle noch eine theoretische Betrachtung anstellen, 
die eine mathematische Formulierung des Luftwiderstandsgesetzes 
ermöglicht. Die folgende Ableitung beruht auf den Entwicklungen, 
die H. L oren z(15) für Schiffskörper angestellt und später auf Ge
schosse ausgedehnt hat. Es ist klar, daß beim Geschoßflug Energie 
abgegeben wird einerseits bei Entstehung der Luftverdichtungs
wellen, andererseits aber auch zur Überwindung der Zähigkeit der
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am Geschoß vorbeistreichenden Luft. Entsprechend besteht der 
Luftwiderstand W aus 2 Teilen: einem Anteil Wv  der seine Ursache 
in der Wellenbildung hat und einem Anteil W2, der durch die 
Reibung und Wirbelbildung entsteht.

Den vom fliegenden Geschoß getroffenen und in Schwingung ver
setzten Luftteilchen wird eine Geschwindigkeit aufgezwungen, die 
am Geschoßkörper etwa mit der Geschoßgeschwindigkeit v über
einstimmt, nach außen aber nach einem exponentiellen Gesetz

(33) v* =  v ■ e* •<a' _r’> (r =  senkr. Abstand von der Geschoßachse)

abnimmt; hierin bedeutet x  einen vom Luftmedium abhängigen 
Faktor, während a gleich dem halben Geschoßkaliber ist. Bei der 
Vorwärtsbewegung um die Strecke dx wird bei einem spezifischen 
Luftgewicht <5 die Arbeit

d (dLj) =  — • i>*2 ■ r ■ dr ■ d<p ■ dx

geleistet, wo r • dr • d<p das Flächenelement der Normalebene zur 
Geschoßachse ist. Integration über die Normalebene außerhalb des 
Geschoßquerschnitts ergibt, da Kraft =  Arbeit: Weg ist:

2.n oo
(34) JF1 =  ^ -  =  & • §  j r - d r - e * - ^ - ^  ■d(p =  x1-q-v*,

o a

wo v2 einen Mittelwert bedeutet, auf dessen Bestimmung noch zu
rückzukommen ist. Andererseits wird auf dem Wege dx zur Über
windung der Zähigkeit durch das Geschoß näherungsweise die 
Arbeit

i
d(dL2) =  n • v • dx • dl, d. h. dh2=  fi • j v ■ dx ■ dl

o

geleistet, so daß W2 =  äs /j, ■ v • l wird. Hierin ist /t ein kon
stanter Faktor, der die Zähigkeit charakterisiert, während l die 
Geschoßlänge bedeutet. Der gesamte Widerstand ist also gegeben 
durch

(35) W =  JFj +  W2 =  x 1 • q ■ v2 -f- n • l • v .
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Hiermist £2 noch näher zu bestimmen: v setzt sich zusammen aus 
der Axialgeschwindigkeit v, der durch den Drall hervorgerufenen 
Rotationsgeschwindigkeit v • tg ’Q ( f  =  Drallwinkel) und dem Mit
telwert u der infolge der Luftverdichtungswellen periodisch ver
änderlichen Radialkomponente in Richtung von r. Somit gilt

(36) e* =  « * . ( l  +  tg 2£) +  u2,

wo u sich folgendermaßen bestimmt: Ist f  der radiale Ausschlag 
eines Luftteilchens aus der Ruhelage, so gehorcht f  einer Differen
tialgleichung für die erzwungene, gedämpfte Schwingung

(37) f  +  e- | +  a2.|  =  y ,

in der e einen Dämpfungsfaktor, a die Frequenz der freien Schwin
gung (y =  0) und y die durch Gleiten auf der gekrümmten Geschoß
fläche verursachte radiale Zwangsbeschleunigung* der Luftteilchen 
bedeuten. Ist s die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen mit
der Wellenlänge X, so gilt bekanntlich X =  . Wegen der an
nähernd kreisförmigen, d. h. relativ zum fliegenden Geschoß sinus
förmigen Bewegung der Luftteilchen gilt also

(38) y =  v2- (A ■ cos cof +  B • sin cot), wo offenbar co =  ^  v, 

während damit £ die allgemeine Form

(39) | =  xp(a, co, v) • cosa>< +  y(a, co, v) ■ sincof

annimmt. Führt man (38) und (39) in (37) ein, so folgt durch Ver
gleich der Faktoren von sin bzw. cos

(40)
V =

A  • (a2 —  co2) —  B  ■ e • co 
(a2 —  co2)2 +  £2 ■ co2 ’

_  R ■ (a2 —  CO2) -j- A  ■ e • co 
Z ’ (a2 — cü2)2 +  e2 -co2

Die Radialgeschwindigkeit der schwingenden Luftteilchen ist nach 
(39) gegeben durch die Ableitung g =  a> • [% ■ co&cot — y  sin wt] , 
so daß das Mittel

* Die Luftteilchen führen näherungsweise eine Kreisbewegung aus, so
/ r* \daß y als Zentrifugalbeschleunigung y =  — I gedeutet werden kann.



§ 2. Theoretische Ableitung eines Widerstandsgesetzes 41

„2 _  £2
“  — ’  Mittel

V2 +  *2 co2 • D A2 +  B2
2 (a2 —  cu2) 2 - |- £ 2 • tu2

wird. Mit den Abkürzungen x 2 = cos%
e 2 • A2 

in2 und
A > 4 . ß 2j' =  —-p------Ä2 ■ cos2 ;  nimmt schließlich der Widerstand W, wennoTt*

noch (o =  ~71. V und a =  ~~ eingeführt werden, die Form

c* =

an. Diese allgemeine Form bleibt auch bestehen, wenn £ =  0, d. h. 
wenn das Geschoß keine Drallbewegung ausführt. Natürlich ändern 
sich dann die Konstanten y.2 und v; von v weiß man aber, daß es 
von der Geschoßform abhängig ist, da A und B durch die Krüm
mung des Geschosses bestimmt sind.

W . . . . .Stellt man — graphisch dar, so nimmt diese Kurve die in Abb. 8
dargestellten Formen an, je nach der Wahl der Konstanten x2, v 
und c2. Man erkennt aber ohne weiteres den charakteristischen

Abb. 8. Abhängigkeit des Widerstandes von der Geschoßform (Lorenz)
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Verlauf der bereits oben besprochenen K  (ü)-Kurve. — Durch 
. . WDifferentiation von —~  nach v stellt man unschwer fest, daßi>2

JVdiese Kurve die horizontale Gerade — • q bei v =  0 be-v* - ■
rührt, daß sie sich für v =  oo asymptotisch der Horizontalge
raden =  y-2 • ? • (1 -f- v) nähert und daß sie schließlich für

2 s4 . .
vi2 ~  ■) j _r2 > (vi2 >  s2)> einen Höchstwert erreicht, während die2 8* --- I
obere Asymptote im Punkt v22 =  — ---- =  - i -  geschnitten wi

Beispiel: In der A^(»;)-Funktion von Siacci ist näherungsweise 

K(0) =  (—t ) = xt - q =  120 • 10 — 6, d. h. « 2 =  —  •

wird.

w

10 — 6. Ferner

Schließlich istist t>]2 =  5182, somit c2 =  2s2 ■

220 • 1 0 — 6 =  • q ■ (1-f-v), d.h. v =  0,8333. Aus vx2 bestimmt

man v2 =  366 m/s.

L orenz geht nun weiter und zeigt, daß bei Spitzgeschossen mit 
dem halben Offnungswinkel ß  an der kegelförmigen Spitze an
gesetzt werden kann

(42) j> =  2sin$; c2 =  s2 • (sin# -|- sin2??) (Abb. 8).

Das 1. Glied in (41) zeigt an, daß bei k leinen Geschwindigkeiten W 
merklich linear mit v verläuft.

Es kam uns darauf an, in den vorangehenden Entwicklungen zu 
zeigen, daß der Teil K(v) der Widerstandsfunktion durch die 
Schallgeschwindigkeit s maßgebend bestimmt wird. Aus Formel (41)
erkennt man in der Tat, daß für K(v)  richtig gesetzt werden
muß, wie es schon in (32) auf anderem Wege gezeigt war. Darüber 
hinaus sollte aber gezeigt werden, daß es einen Formfaktor, der 
rein multiplikativ in den Widerstand eingeht, nicht geben kann. 
In (41) ist v eine durch die Geschoßform bestimmte Konstante, die
in K 0 implizit enthalten ist*.

* Darüber hinaus enthält v auch den Geschoßquerschnitt q, d. h. das 
Kaliber 2 R, womit der Kritzingersche Kaliberfaktor eine gewisse Berech
tigung erhält.
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Die hier theoretisch abgeleitete Widerstandsfunktion ist ein 
aussichtsreicher Ausgangspunkt für genauere Entwicklungen, die 
noch besser, als es bei dieser Form auf Grund einschneidender 
Näherungsannahmen der Fall sein kann, die tatsächlichen Luft
widerstandsverhältnisse wiedergeben. — Wie man auf Grund 
von Versuchen die in (41) enthaltenen Konstanten numerisch 
bestimmen kann, hat Falkenhagen<52) gezeigt. — Es gibt noch 
eine Reihe weiterer theoretisch entwickelter Widerstandsfunk
tionen; ohne näher darauf einzugehen seien genannt die dies
bezüglichen Arbeiten von P ran d tl(ä0), S om m erfeld (95), La- 
m oth e (51), Ferrari<52a) u. a.

§ 3. Die Differentialgleichungen der Bewegung

Nach der Darlegung der beim Geschoßflug wirksamen Kräfte 
sind wir nunmehr in der Lage, die Differentialgleichungen der Be
wegung aufzustellen. Wir betrachten die Geschoßbahn in dem be
reits definierten Koordinatensystem (x, y, z), wo x in die horizon
tale Schußrichtung und y senkrecht nach oben zeigt, während z 
auf der (x , y)-Ebene senkrecht steht und, in Schußrichtung gesehen, 
nach rechts positiv gezählt wird. Bezüglich der wirkenden Kräfte 
nehmen wir zunächst folgende vere in fach ten  Verhältnisse an:
1. Die Erde befinde sich in Ruhe; dadurch fallen Einflüsse der 
Zentrifugalkraft und Corioliskraft fort. 2. Die Erde werde als eben 
angesehen; für die meisten Aufgaben der Ballistik ist das gestattet. 
Die Richtung der Schwerkraft wird dadurch konstant, und die 
Komponente gx fällt weg, so daß nur gy mit y veränderlich ist.

Beispiel. Bei einer Schußweite von 15 km beträgt der Winkel zwischen 
den Richtungen der Schwerkraft im Anfangs- und Endpunkt der Bahn

8'. Die ^-Komponente der Beschleunigung durch die Schwerkraft ist 
dann an der Erdoberfläche 0,02 m /s2; das ist aber gegenüber der Ver
zögerung durch den Luftwiderstand (9t •>- 8,3 m /s2 bei einem Geschoß 
von 15 kg Gewicht) noch zu vernachlässigen.

3. Magnus- und Poissoneffekt werden als verschwindend an
gesehen. 4. Schließlich werde noch von der weiter unten be
sprochenen Drallbewegung des Geschosses abgesehen. Die Ver
änderungen der Flugbahn durch die hier besprochenen 4 Einflüsse 
werden wir später gesondert betrachten, da sie für einen sehr 
großen Teil der Flugbahnaufgaben zu vernachlässigen sind.

Unter den gemachten Voraussetzungen verläuft also die Be-
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wegung des Geschosses in einer auf der Erdoberfläche senkrecht 
stehenden Ebene (x, y). Wir bezeichnen hier und im folgenden 
die Flugbahnelemente mit den nachstehenden A bkürzungen  
(Abb. 9): x und y =  Koordinaten eines beliebigen Bahnpunktes P;

y

Abb. 9. Flugbahn und Flugbahneleinentc

§  =  arc tg =  gegen den Uhrzeiger positiv gezählter Neigungs
winkel zwischen Flugbahntangente und Horizontale; t =  Flugzeit 
vom Anfangspunkt 0 der Bahn bis P; v =  Bahngeschwindigkeit 
im Punkte P; <p =  Abgangswinkel; co= spitzer Neigungswinkel der 
Bahntangente im Endpunkt E der Bahn*, für den y zum zweiten 
Male Null wird; X  =  Schußweite =  Entfernung OE; T — Flug
zeit von 0 bis E; v0 =  Anfangsgeschwindigkeit.

Die in die x- bzw. »/-Richtung fallenden Komponenten der Ver
zögerung 3t durch den Luftwiderstand W sind 3t • cos $  bzw. 
3t • sin # . Als weitere Beschleunigung tritt für die »/-Richtung noch 
die Schwerebeschleunigung g (y) hinzu, so daß die Beschleuni
gungskomponenten x =   ̂ bzw. ij =   ̂ den Differen-dl dl
tialgleichungen

(43)
x =  — 31 • cos §

■ 31y =  — g(y) — 3t ■ sm # =  — g(y) — y ^

genügen müssen, wobei i ß  =  x =  v • cos §  und i ß  =  y =  v • sin & dt dt J
* Die Waagerechte durch E  (und 0) heißt allgemein „Mündungswaage
rechte“ .
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zu setzen sind. Die Anfangsbedingungen dieser Differential
gleichungen sind für t =  0 :x(0) =  • cos <p\ y(0) =  v0 • sin
x(0) =  y(0) =  0. Für die Verzögerung 9t kann im allgemeinsten 
Falle ein Ausdruck der Form (32) geschrieben werden, so daß die
1. Form der Bewegungsgleicliungen in der Gestalt

erscheint. In diesem System von Differentialgleichungen nennt man 
c den ballistischen Beiwert. Er ist je nach der Form des verwen
deten Luftwiderstandsgesetzes verschieden definiert.

Beispiel. Im Gesetz von Siacci ist c =   ̂ ; (2 R  =  Kali-
1.206 ■ jF

ber in m, P  =  Geschoßgewicht in kg). Für y — 0, l i  — 5 cm, P  =  15 kg, 
i  — 1, v =  500 m/s wird also c =  0,5528 und somit

9t =  c • d0 • v2- K (v )  =  58,67 m /s2, <50 =  1,22 kg/m3.

Das Kruppsche Gesetz schreibt c =
71 • R 2- i ■ n

1,22 P
(2 B in  cm, Pin kg) vor;

für dieselben Größen y, P , i, v, R  wird c =  42,10 und somit

91 =  51,34 m /s2.

Mit dem Tangentenneigungswinkel $  als der unabhängigen Vari
ablen in den Differentialgleichungen entsteht die 2. Form der Be- 
wegungsglcicliungen

II. Form

Diese Form entsteht dadurch, daß man die 1. Gleichung von
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(44) mit y, die 2. mit (— x) multipliziert und dann beide addiert.
^ y . x - x - y  
ist, folgt unschwer

' d i (tgö)
d #  
d t

1
cos2 &

(45 a) d •& g ■ cos &
dt v

und damit (45).
In (45) stellen die erste und zweite Gleichung ein gekoppeltes 

System von Differentialgleichungen für v und y als Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen ■& dar. Nach Lösung dieses 
Systems sind x und t, wie (45) zeigt, durch Quadraturen lösbar.

Die oft besonders für numerisch-graphische Rechnungen sehr 
geeignete 3. Form der Bewegungsgleichungen nimmt (45) durch die 
Substitutionen sin -& =  Jangz, v =  eu an:

III. Form

In vielen Fällen begnügt man sich mit vereinfachten Formen dieser 
drei Abarten der Bewegungsgleichungen. Für nicht zu große 
Höhenbereiche kann die Temperatur T(y) als konstant angesehen 
bzw. durch einen konstanten Mittelwert ersetzt werden. Dasselbe 
gilt für das Luftgewicht d(y). Wenn man beide als konstant vor
aussetzt, entsteht aus (45) die folgende Sonderform, die auch als 
ballistische Hauptgleichung bezeichnet wird:

(47)
d (v ■ cos &) 

d& (c* =  c ■ 6m) Ballistische
Hauptgleichung.

In dieser Differentialgleichung treten nur v und §  auf. Deutet man 
v und $  als die Polarkoordinaten einer Kurve v =  v(§), so stellt 
diese nichts anderes als den H odograph en  der Flugbahn dar, 
weshalb (47) auch die „Hodographcnglcichung der äußeren Bal
listik“  genannt wird.
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Allgemein ist zu den vorstehend aufgeführten Formen der Diffe
rentialgleichungen der Bewegung zu sagen, daß ihre Integration 
große mathematische Schwierigkeiten bereitet. Selbst die so einfach 
erscheinende Hodographengleichung (47) ist nur unter ganz be
stimmten Voraussetzungen über die Widerstandsfunktion f(v) 
integrabel*. Man ist daher bis heute auf Näherungsmethoden, die 
im folgenden eingehender zu beschreiben sein werden, angewiesen.

Eine allgemeingültige Beziehung für den Krümmungsradius 
einer Flugbahn folgt aus der Beziehung (45 a). Bekanntlich ist bei 
der Kreisbewegung Radius • Winkelgeschwindigkeit =  Bahnge
schwindigkeit. Infolgedessen gilt für den Krümmungsradius g einer 
Flugbahn

d&
e - J t = v

d. h. wegen (45 a) 

(47 a) t!2
e

= — g • cos &

Alle Flugbahnen haben in Punkten mit gleicher Geschwindigkeit 
und Tangentenneigung gleiche Krümmung; d. h. sie haben un
abhängig von der Annahme eines speziellen Widerstandsgesetzes 
drei unendlich nahe Punkte gemeinsam.

§ 4. Erste Zusammenfassung (Kräfte und Bewegungsgleichungen)
1. Die Bahn des fliegenden Geschosses wird in erster Linie durch die 

Schwerebeschleunigung und die Luftwiderstandsverzögerung bestimmt.
2. Die Schwerebeschleunigung hat in unseren Breiten an der Erdober

fläche den Wert

g 9,81 m /s2

* Dagegen kann man die Orthogonaltrajektorien zum Hodographen 
durch Quadratur bestimmen: Die Tangentenneigung des Hodographen ist 
*v * d ^ • cos ^

' r . Somit gilt für die Orthogonaltrajektorien:d v
v • dft

dv g ■ cos $
Dies ist durch Quadratur lösbar.

c* ■/(«) +  ?-sii 
c* - f(v ) -f- g ■ sin #

oder d ( r •sin t>) -- ---------- - f{v ) •



48 Kap. I. Die wirksamen Kräfte. Die Bewegungsgleichungen 

und nimmt mit der Höhe nach der Näherungsformel

3. Die Luftwiderstandsverzögerung c • f(v )  ist eine Funktion der Ge
schoßgeschwindigkeit und des ballistischen Koeffizienten c, der durch 
Form, Gewicht und Ausmaße des Geschosses bestimmt ist. In erster 
Näherung ist c • f(v ) dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional; bei 
Geschwindigkeiten bis zu etwa 200 m/s gilt das quadratische Wider
standsgesetz als genügend genau. Allgemeiner gilt

wobei K (v )  charakteristisch für den Verlauf des Luftwiderstandes ist. 
Besondere Bedeutung haben das Kruppsche Widerstandsgesetz, das 
einheitliche Gesetz von S iacci, die Potenzgesetze in der Form cn • v», 
sowie die Zon en poten zgesetze , die in verschiedenen Geschwindig
keitszonen mit von Zone zu Zone veränderlichen Geschwindigkeits
potenzen und Beiwerten gelten. Für strengere Rechnungen muß der Ver
änderlichkeit von Luftdichte, Luftdruck und Lufttemperatur mit der 
Höhe Rechnung getragen werden. Die Luftdichte geht multiplikativ in 
den Beiwert c ein, während K (v)  durch

ersetzt werden muß. Bei Annahme einer konstanten mittleren Tem
peratur braucht nur die Höhenveränderlichkeit des Luftgewichts be
rücksichtigt zu werden. Bei Flughöhen bis zu 10000 m gilt die E ver- 
lingsche Formel

dann als gute Näherung. Als Normalwerte für T 0 bzw. <50 pflegt man 
283° abs., bzw. 1,22 kg/m 3 zu nehmen.

4. Bei Fernbahnen müssen auch die Einflüsse der Z e n tr ifu g a l- und 
Corioliskraft, sowie bei Drallgeschossen der M agnus- und P oisson- 
effekt berücksichtigt werden.

5. Die Differentialgleichungen der Bewegung haben die Form

ab.

c • /(« )  = c • v2 • K (v ),

<%) = < 50 ■ e- ° , 000106 -y =  ^  . 1()- 0 , 000046 • y

y =  — g(y) — y ■ c ■ 6(y) ■ v ■ K
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Als ballistische Hauptgleichung bezeichnet man die Differentialgleichung 
des Flugbahnhodographen v = v(&):

d (v ■ cos &) 
d&

c*

der bei Voraussetzung konstanter Temperatur und Luftdichte nach 
Lösung der Hauptgleichung die Flugbahnelemente durch bloße Quadra
turen zu bestimmen gestattet.

6 . Der Krümmungsradius einer Flugbahn bestimmt sich aus

lei
r*

g ■ cos & '

Er ist unabhängig von der Wahl des Luftwiderstandsgesetzes, so daß 
Bahnen mit gleichen v und & drei unendlich nahe Punkte gemeinsam 
haben.

Kap. II. Der luftleere Raum. Allgemeine 
Flugbahneigenschaften. Ballistische Ähnlichkeit

§ 5. Ballistik im luftleeren Raum

a) Die F lu gbah n gle ich un gen  und F lugbahnelem ente

Einen ersten Einblick in den Mechanismus der Flugbahnbewe
gung erhalten wir, wenn wir zunächst den Luftwiderstand ver
nachlässigen. In Wirklichkeit darf man das natürlich nicht tun; 
denn die Verzögerung durch den Widerstand beträgt schon sehr 
bald ein Vielfaches der Schwerebeschleunigung, wie wir es in dem 
Beispiel auf S. 45 sahen. .

Im luftleeren Raume ist eine Verzögerung 91 durch den Luft
widerstand nicht vorhanden. Infolgedessen geht (43) über in

( x =  0; mit den Anfangsbedingungen für t =  0:
y =  — g(y)\ x(0) =  y(0) =  0; x (0 ) =  v0 ■ cos <p;

I V (0 ) =  v0 ■ sin 97.

Der Einfachheit halber nehmen wir zunächst auch g als konstant 
an. Dann hat (48) die Integrale
Athen, Ballistik 4
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(49)
x =  vx =  v • cos & =  v0 • cos cp; x =  v0 ■ cos cp • t ; 
y =  vy =  v • sin d =  v0 • sin cp — g ■ t; 
y =  v0 -sirup-t — ± - g - t 2.

Diese Gleichungen besagen, daß die Geschoßflugbahn als Resul
tierende dreier Bewegungen aufgefaßt werden kann: 1. Aus einer 
gleichförmigen Horizontalbewegung mit der Geschwindigkeit 
v0 • cos 99; 2. aus einer gleichförmigen Vertikalbewegung nach oben 
mit der Geschwindigkeit v0 • sin cp und 3. aus einer gleichförmig 
beschleunigten Vertikalbewegung nach unten mit der konstanten 
Beschleunigung g. — Andererseits kann die Geschoßbahn daher 
auch als Resultierende aus einer gleichförmigen Bewegung mit der 
Geschwindigkeit v0 in Richtung der Anfangstangente der Flugbahn 
und aus einer gleichförmig beschleunigten Vertikalbewegung nach 
unten gedeutet werden. Die in Richtung der Anfangstangente ver
laufende Bewegung ist gekennzeichnet durch

(50a) £{t) =  Vg-t,

wo f  den nach t Sekunden erreichten Abstand des Punktes Q 
(Abb. 10) auf der Anfangstangente vom Nullpunkt 0 bezeichnet.

In der gleichen Zeit wandert infolge der gleichförmig beschleunigten 
Bewegung Q senkrecht nach unten bis P. Mit QP =  rj gilt dann

(50 b) V(t) =  4 - P.
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Nach Elimination von t aus (50a) und (50b) folgt die Bahn
gleichung des Geschosses P  im (f, ^)-System zu

(50c)

Elimination von t aus den Gleichungen (49) ergibt die Bahn
gleichung in (x, y) als Parabelgleichung:

(51) 9- x1y x ■ tg <p
2 v02 • cos2 <p

Der Zusammenhang der schiefwinkligen Koordinaten (|, rj) mit 
den rechtwinkligen (x, y) kann aus (49) und (50a u. b) leicht ab
geleitet werden; man erhält

i  =  n =  * - t S < p - y  «der
x =  | • cos cp; y =  £ • sin <p — rj.

Das schiefwinklige Koordinatensystem läßt eine wichtige Eigen
schaft der Flugbahnparabel des Vakuums erkennen: man denke 
sich £ als starre Schiene drehbar in 0 befestigt; weiter sei Q auf £ 
beweglich und halte die drehbar in Q angeordnete starre Schiene rj, 
auf der P  durch eine verschiebbare Kugel markiert werden kann. 
Legt man auf den beiden Schienen nun Q und P  für eine bestimmte 
Flugzeit t gemäß (50a u. b) fest und bringt die Schiene | in eine 
solche Lage, daß | und x den Winkel <p einschließen, so nimmt P 
infolge der durch die eigene Schwere nach unten hängenden 
Schiene rj die Lage ein, die das Geschoß bei der gegebenen An
fangsgeschwindigkeit v0 und der Erhöhung (p nach t Sekunden er
reicht haben würde. Mit Hilfe des geschilderten Mechanismus 
kann P  also in jede Lage gebracht werden, die einer beliebigen 
Erhöhung q> entspricht. Schließlich kann man sich vorstellen, daß 
die „Verschwenkung“  gleichzeitig für jeden Punkt der Flugbahn
parabel durchgeführt wird; dann entstehen bei der Drehung von £ 
um 0 nacheinander alle Flugbahnen mit allen Erhöhungen, die 
mit g leich er Anfangsgeschwindigkeit v0 abgefeuert werden, d. h. 
alle „F lugbahnen  der Schar (v0)“ . Man nennt diese Art der 
Flugbahnschwenkung auch „Schwenken nach dem Angelruten-

4”
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prinzip**, wobei dieser Name in Anlehnung an das Bild der Angel
rute gewählt wurde. Diese Flugbahnschwenkung hat praktische 
Bedeutung; bei nicht zu großen Erhöhungs- und Schwenkwinkeln 
gilt sie auch im lufterfüllten Raume näherungsw eise.

Beispiel. Ein Ziel liegt in x =  2000 m Entfernung in Mündungshöhe 
(y =  0). Die erforderliche Erhöhung sei 25°. Ein neues Ziel erscheint 
in derselben Horizontalentfemung, aber 200 m über dem alten. Nach

(52) ist, da £ =  f  und fj =  rj: 2000 • tg 25 ° =  2000— 81M. . -g- —  200,
cos

2 0 0 0  x
d. h. w =  30,88°; andererseits ist ------ -—7,- =  —-----. Daraus folgt wegencos 2o cos <p 0 0
<p =  30 ,88°: x =  1894 m; da x um \x — x \ — 106 m zu kurz ist, muß 
x um +  106 m verbessert werden, um das letztere Ziel bekämpfen zu 
können. Die Korrektur für -|- 106 m wird nach der Schußtafel* 
zu 1,83° bestimmt; die gesamte Erhöhungsverbesserung ist demnach 
Acp = <p—  <p -(- 1,83 =  7,71 °. Die einzustellende Erhöhung ist somit 
rpif =  32,71°. —  Kontrolle der Rechnung: In der Mündungswaage
rechten gehören zu 2000 bzw. 2200 m Entfernung die Erhöhungen 
25° hzw. 28,70°. Man bestimmt wie oben =  30,88°, x1 =  1894 m 
und <p2 =  34,05 °, i 2 — 2078 m. Durch Interpolation für x =  2000 
findet man <p* =  32,71° wie oben.

Aus den Gleichungen (49) lassen sich nun einige wichtige Folge
rungen für die Flugbahnparabel des luftleeren Raumes ziehen. Der 
Endpunkt der Bahn, der in der „M ündungsw aagerechten“ , 
d. h. der waagerechten Ebene durch die Mündung liegt, hat die 
Koordinaten x =  X,  y =  0. X  wird die Schußw eite genannt. 
Für y =  0 erhält man aus (49) die F lu gze it T

(53)

(54)

T 2 v0 • sin <P
9

X  =  v0 • cos cp T

Y V  •sin 2 <P
9

Im besonderen wird die größte Schußweite X max für sin 2 <p =  1, 
d. h. <p — 45°, erhalten:

(55)
■« 2Y  _ l o

A max „ >max g > *P raax — 45 c

* Näheres darüber § 33 a.
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Da fernersin 2<p =  sin (180—• 2 cp) ist, gehört zu jeder Schußweite 
X  ein Winkel g>v  der kleiner als 45 und ein Winkel <p2, der größer 
als 45 ° ist. und <p2 ergänzen einander zu 90°. Im E ndpunkt der 
Bahn ist die E n dgesch w in d igkeit ve gleich der A n fan gs
gesch w in d igk eit v0. Der N eigungsw inkel im Endpunkt ist 
entgegengesetzt gleich dem A bgangsw inkel <p\ das erkennt man
leicht, wenn man in die Gleichung (49 für y) t =  T =   ̂v° sin y
einführt. •— Da der Anfangspunkt willkürlich auf der Flugbahn 
festgelegt werden kann, gilt der Satz: In g le ich en  H öhen hat 
das G eschoß auf dem aufsteigenden  Ast d ieselbe G e
sch w in d igk eit und die en tgegengesetzt g leich e F lu g 
bahnneigung wie auf dem absteigenden  Ast. Das letztere 
erkennt man auch so: Die Gleichung (49) für y ergibt, nach t 
aufgelöst:

(56) g ■ t =  v0 ■ sin <p ±  ^v02 ■ sin2^ — 2y ■ g.

Dies, in die Gleichung für y eingesetzt, liefert mit tg §  =  und
X

v2 =  x2 +  y2 sofort

(57) tg d =  d~ ' vo2 ' s i n 2 2V • 9 und v2 — — 2y - g .
' &  ■ COS (p

Im Gipfelpunkt der Flugbahn ist die Tangente waagerecht; da 
dann wegen §  =  0 auch y — 0 wird, folgt aus (49) die Flugzeit ts 
bis zum Gipfel:

(58) v0 ■ sin cp 
9

_1_
2

T.

Die Horizontalentfernung xs zum Gipfel ist

, 1  m  l>n2 - si n2© 1 -rr(59) xs =  v0 ■ cos <p ■ ts =  — v0 ■ cos (p • T =  0 2g y =  — X.

Die Gipfelhöhe ys ergibt sich durch Einsetzen des Wertes ts aus (58) 
in (49) für y

(60) Vs =
v02 • sin2 <p

2g
oder (Hauptsche

Formel)

Die letzte Gleichung für y3, die sog. Hauptsche Formel, gilt mit
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sehr guter N äherung auch für den lufterfüllten Raum. Wir 
werden später sehen, daß dieser Umstand bei der Berücksichtigung 
der atmosphärischen Tageseinflüsse außerordentlich nützlich ist.

Beispiele. Anwendung der Hauptschen Formel auf ein Geschoß von 
6,9 kg Gewicht, r0 =  400 m/s (Cranzsche Normalbahnen).*

T =  22,34 s
<p= 20°
ys — 628,1 m 

nach (60): ys =  623,9 m

42,185 s 
45°
2304,1 m 
2224,5 m

55,75 s 
70°
3849,3 m 
3885,1 m

Bei diesen Beispielen wurde ys =  1,25 • T- gesetzt.

b) Zusam m enhänge zw ischen den Bahnen einer ganzen
Schar

Unter einer Flugbalinscliar versteht man erstens die Gesamtheit 
der Flugbahnen, die zu einer festen  v0 gehören und alle Er
höhungen von — 90° bis +  90° durchlaufen; zuweilen teilt man diese 
Flugbahnschar auch noch in die „S ch ar der unteren W in k el
gruppe“  (0° <i cp <  45 °) und in die „S ch ar der oberen  W in k e l
gruppe“  (45° <<p iS 90°). Zweitens gibt es noch eine Flugbahn
schar, bei der die E rhöhung cp kon stan t bleibt, während die 
Anfangsgeschwindigkeit vB alle Werte von 0 bis 00 durchläuft.

Wir betrachten zunächst die Schar mit gleichbleibender An
fangsgeschwindigkeit v0, aber veränderlichem Abgangswinkel cp 
und beweisen den Satz: D ie G ip fe lpu n k te  der F lu gbah n 

. . v 2schar liegen  auf einer E llip se , deren H albachsen  und
2<7

—— sind und deren M ittelpu n kt vom  N ullpunkt um -^ - auf 4? r _ 4p
der «/-Achse nach oben versch oben  ist. — Eliminiert man
nämlich <p aus (59) und (60), so entsteht sofort die Gleichung der
Gipfellinie

/jG _\2
i',,2
2g/

2

=  1.

* Cranz(l) hat eine ganze Reihe von „Normalbahnen“ unter einheitlichen 
Voraussetzungen genau berechnet, um an Hand solcher Normalwerte 
die verschiedenen ballistischen Rechenverfahren zu prüfen.
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Ein weiterer Satz lautet: D ie K urven  g leich er F lugzeiten  
sind K reise, deren M itte lpu n kte  vom  N ullpunkt um -|-'t2
auf der y-A chse nach unten versch oben  sind und deren 
R adien  die Größe (v0 • t) haben. — Der Beweis ergibt sich so
fort durch Elimination von cp aus den Gleichungen

x =  v0 • cos cp • f; y =  v0 • sin cp ■ t ----1- • t2;
die Kreisgleichung wird dann

x* +  (y +  Y t 2J =  (v0 -t)2.

Dieser Satz hätte übrigens auch aus dem oben geschilderten Ver- 
schwenken der Flugbahn nach dem Angelrutenprinzip geschlossen 
werden können, das demnach gerade auf dieser Eigenschaft beruht.

Der letzte hier zu beweisende Satz lautet: D ie F lugbahnschar 
m it g le ich b le ib en d er v0 hat eine E inhüllende. Jeder 
Punkt auf der E inhüllenden  w ird von  einer F lugbahn, 
alle Punkte innerhalb  der E inhüllenden  jed och  von  zwei 
und alle Punkte außerhalb  von  ü berhaupt keiner F lu g 
bahn getroffen .

Beweis: Aus Gleichung (51) ergibt sich, wenn man die Schräg
entfernung OP (Abb. 11) mit R und den Winkel POE mit y  (auch

Abb. 11. Schießen auf geneigtem Boden

G eländew inkel genannt) bezeichnet, da x =  R • cos y  und 
y =  R • sin y:

(61) „  2r„2 1 . . .R  ----------- ;—  cos m • sin (cp — y)g cos'* y r  T •

X
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R wird zu einem Maximum für ~  =  0, d. h. cos (295 — y) =  0 
oder

(62)

Somit wird

^mox

(62 a)

•Lrmx

ffmax

21'02 . [n  \ 2 v„2------X— • cos w • sin 1 — — WI — -----• cos2 y r  \ 2 r  / g9
cos2 w 
cos2 y

•v , V
2 u„» COsJ- 4 T  2

g cos* y

(II)

2 V
9

2V
9

1
cos 7 

1
cos y

■ » » - ( i  +  f ) ;

• tg y • cos2 +  y ) ’

Für alle Punkte auf der Geraden mit der Neigung y, bei denen 
R =  ^  +  y2 >  7?max ist, gibt es keine Erhöhung <p, mit der 
diese Punkte erreicht werden könnten. Bei allen Punkten mit 
R =  iJmax gibt es eine durch (62) definierte Erhöhung. Schließlich 
werden alle Punkte mit R <  ü max von 2 Flugbahnen getroffen,
deren Erhöhungen ^  und cp2 sich zu ( +  yj ergänzen, d. h.

(63) <Pi +  9  2 =  f  +  7-

Denn: cos =  cos — <p2 -)- yj

und sin (9  ̂— y) =  sin(-^ +  y — <y2 — yj ,

oder cos q>x =  sin (<p2 — y)

und sin (<p1 — y) =  cos <p2,

d. h. cos 99j • sin {y1 — y) =  cos <p2 • sin (<p2 — y)

und somit R (9?x) =  R (<p2) .
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Die Gleichung der Einhüllenden ist die Kurve der Ämax für 
alle y;  nach (62 a) ist also

-------------  o,, 2
« n »  = K 2 +  y -  =  ~

oder da(n) cos2 ly  -j- -£| =  - — ^‘n V , \4 1 2 /  2
tg y  =  - j- , folgt schließlich

1
cos* y

(£±j)
cos* y

1 -j- tg2 y  und

(62b) *.2 +  2». ■ £ - ( £ ) * .

also eine Parabel, die aus leicht verständlichen Gründen auch 
S ich erh eitsparabel genannt wird.

Für die Bahnen mit gleichbleibendem Abgangswinkel, aber ver
schiedenen Anfangsgeschwindigkeiten v0 ergeben sich ähnliche 
Sätze. Wir beweisen die folgenden beiden: 1. Der geom etrische 
Ort aller G ip fe lpu n kte  ist eine Gerade. 2. D ie K urven  
g leicher F lu gzeiten  sind Geraden.

zu 1: Gleichung (59) und (60) liefern =  i  . tg <p, wenn v02 
. . . " eliminiert wird. Das ist eine Gerade durch den Nullpunkt

mit dem Neigungswinkel arctg (-|- tg <p). 
zu 2: Durch Elimination von v0 aus den Gleichungen

x =  va • cos <f ■ t, y =  v0 • sin <p ■ t -----1- <2 folgt

y =  x • tg cp — ~  • f2. Das ist eine gerade Linie, die 
parallel der Abschußrichtung cp ist und die «/-Achse 
unterhalb 0 in y  • t2 schneidet.

c) E in fluß  kleiner Ä nderungen der A n fan gsgesch w in d ig 
keit und des A bgangsw inkels

Wenn es sich darum handelt, den E in fluß  k leiner Ä n d e
rungen von v0 und <p zu berechnen, so führt folgende Methode 
leicht zum Ziel.

Aus *  =  V ' sin2% n d  r  =  n ?
9 9

folgt, wenn die Dif-
9
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ferentiale in d X  =  4— • dvn — • dm usw. durch die Differenzendvn u ‘ dtp T
A X , Av0, . . . ersetzt werden, unschwer

A X  2 A v 0 . A T  A v„ , , .(öl) =  ——  +  2 cotg 2cp- A cp \ _  =  — 2 f  cotg cp ■ A cp.

Ähnliche Formeln ergeben sich für Ziele außerhalb der Mündungs
waagerechten mit Hilfe der Formel (61):

,CK\ A R  _  2A v0 , cos (2tp —  y) A 
( o o )  D | . . v • ZJ w' K vo cos <P • sin (<p — y) r

+  [2 tgy — cotg {cp — y)] ■ A y.

Die Formeln (64) und (65) können mit einer gewissen Näherung auch 
für Überschlagsrechnungen im lufterfüllten Raum Verwendung finden.

Beispiel. Ein Ziel in der Mündungswaagerechten hat die Entfernung 
2000 m. Die ursprüngliche v0 =  220 m/s werde durch Wärmebestrahlung 
des Pulvers um -|-5,5 m/s vergrößert. Damit ergibt sich zunächst bei 
A <p =  0 : A X  =  -j- 100 m. Dieser Entfernungsunterschied muß durch 
Erhöhungsänderung ausgeschaltet werden. Bei Av0 =  0 liefert daher 
(64), wenn das Geschütz mit <p =  15 ° eingeschossen war, A <p =■= —  50', die 
nunmehr von der ursprünglich eingestellten Erhöhung abzubrechen sind. 
Bei v0 =  225,5 m/s wird also eine Schußweite von 2000 m bei der Er
höhung <p =  14° 10' erreicht.

d) F lugbahnen des lu ftleeren  Raum es bei B erü ck sich 
tigung aller K rä fte

Zum Abschluß der Betrachtungen über die Ballistik des luft
leeren Raumes behandeln wir die Bewegung eines Geschosses im 
Vakuum, wobei alle auftretenden Kräfte berücksichtigt werden 
sollen, also die Schwerkraft mit Rücksicht auf ihre Verkleinerung 
bei wachsendem Abstand von der Erdoberfläche, weiter die Zen
trifugalkraft und die Corioliskraft, die beide ihre Ursache in der 
Erdrotation haben.

Das Geschütz befinde sich an einem Ort der Erdoberfläche, 
dessen Erdradius mit der Äquatorebene den Winkel ß bildet. Zur 
Vereinfachung der zu bewältigenden Differentialgleichungen 
führen wir ein Koordinatensystem (X , Y, Z) mit dem Ursprung im 
Erdmittelpunkt ein, dessen Z-Achse mit der Drehachse der als 
kugelförmig angesehenen Erde Zusammenfalle; die {X, F)-Ebene 
sei so festgelegt, daß Z auf ihr senkrecht steht und X, Y bzw. Z
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an der Erdoberfläche die Koordinaten 0, R • cos ß  bzw. R ■ sin ß 
haben, wenn R den Erdradius ( ~  6375 km) bedeutet. Im übrigen 
sei (X , Y, Z) gleichsinnig mit dem bisher betrachteten Koordinaten
system (x , y, z). Die Komponenten der Zentrifugalkraft für die 
drei Achsen sind, wenn n die Winkelgeschwindigkeit der Erd
drehung ist: n2 • X, n2 • Y , 0, während andererseits die ent
sprechenden Komponenten der Corioliskraft — 2nY, 2nX,  0 
sind. — Wir wollen die Ableitung hier so durchführen, daß die 
entstehenden Gleichungen auch im lufterfüllten Raume verwendet 
werden können. Dazu nehmen wir an, daß die Bewegung des 
Geschosses bereits unter der vereinfachten Annahme ruhender 
Erde, d. h. verschwindenden Einflusses von Zentrifugal- und 
Corioliskraft bekannt sei. Die Koordinaten (X*, Y*, Z*) des 
Ortes, an dem das Geschoß sich bei ruhender Erde zur Zeit t be
finden würde, seien

X* =  m i  Y* =  v (t); =
Dann kann man offenbar für die Bewegung des Geschosses bei 
rotierender Erde das folgende Differentialgleichungssystem (66) 
anschreiben:

( 66)

X  =  f  - f  n2 ■ X  — 2n • Y 

Y =  rj -f- n2 • Y -|- 2 »  • X

z  =  c

Auf die Integration dieses Systems werden wir zum Schluß dieser 
Betrachtungen eingehen. —

Zunächst interessiert noch die Frage, welche Bewegung das 
Geschoß ausführen würde, wenn die Erde als ruhend vorausgesetzt 
und Abnahme der Schwerebeschleunigung mit wachsendem Ab
stand von der Erdoberfläche angenommen wird. Die Beantwortung 
dieser Frage schließt also die Bestimmung der £(<), £ ( 0  ein. —
Nach den Keplerschen Gesetzen ist bekannt, daß das Geschoß sich 
unter den gemachten Voraussetzungen auf dem Bogen einer 
Ellipse (oder Parabel bzw. Hyperbel) bewegen muß, von der ein 
Brennpunkt im Erdmittelpunkt liegt. Die Gleichung dieser El
lipse in Polarkoordinaten könnte leicht hingeschrieben werden. 
Wir werden aber hier einen anderen Weg gehen und f , rj, £ als 
Funktionen der Zeit bestimmen.
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Ist ß der Kinkel zwischen Äquatorebene und dem Erdradius 
zum Geschützort, und bezeichnet man weiter mit a den Winkel 
zwischen der Südrichtung und der horizontalen Abschußrichtung 
x positiv von S nach SO gezählt, so ist der Zusammenhang der 
Koordinaten (x , y, z) mit den Koordinaten (Z , Y, Z) durch folgen
des System gegeben:

X  =  — x • sin a +  z • cos a;
(57) Y =  R • cos ß +  x ■ cos a • sin ß +  y ■ cos ß -[- s ■ sin a • sin ß; 

Z =  R • sin ß — x • cos a ■ cos ß +  y • sin ß  — z • sin a • cos ß .

Kennt man also (x, y, z), so lassen sich daraus (Z , Y, Z) bestimmen 
und umgekehrt. •—■ Der Einfachheit halber betrachten wir die Ge
schoßbewegung bei höhenveränderlicher Schwerebeschleunigung 
im Koordinatensystem (x, y, z). Die Komponenten der Schwerkraft 
für diese Achsen sind in Formel (3) gegeben; die Bewegungs
gleichungen lauten daher

(68)

x =  — - ~ - x ;  y =  -
- ¥ ) =‘ ‘ \ ‘ ÄTI’ " — J{

mit den Anfangsbedingungen für t =  0:
*(0) =  2/(0) =  0; x (0) =  v0 ■ cos <p; y (0) =  v0 ■ sm<p. 

[Hier ist wegen z (0) =  z (0) =  0 dauernd z — 0.]

Das allgemeine Integral der Gleichung für x lautet<x):

z =  A x ■ cos (j . () +  iij • sin (j ^  •

* = “  |'1F ' A' • sin (| ! ' *) +  1^  ‘ B' ‘ c°8 (| Tt ' *)'
Da auf Grund der Anfangsbedingungen A 1 und B1 die Werte

Aj =  0; B1 =  I /— • v0 ■ cos w 
t g 1 ‘

annehmen, folgen für x die Gleichungen

(68 a)
x =  I

9

X =  v n ■ cos <P"

» " H l  & • ' ) >
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. . / 2 \ ■ ■ .Mit der Substitution u =  g • 11 — • yJ liefert die 2. Gleichung (68)
die neue

(68 b) 2 g
t t u-

deren allgemeines Integral(x)

u =  A 2 • e n ■ t
+  -®2 '

(
! a 2

VÄ2 • t 
■ e ' R — B2- e ^

lg .

ist. Wegen der Anfangsbedingungen

2/(0) =  0, «/(O) =  Vq • sinq>, d. h. w(0) =  g\ w(0) =  •

haben A 2 und B2 die Werte

2 g ■ v0 • sin <p

2 A 2 =  9 — j/^ r  • % ■ sin<P'> 2 B2 =  g +  j/±| • «0 • siny .

Damit wird

f l - '  - F f (-1 - « t
e f i i  + e , Ä  , 2 g . ,u = g ------------- ------------------[, ^  • v0 ■ sm 99 •

oder<ni)

Ä Ä
^ _  2 2 e ° i ( |  ¥  • 0 +  ' sin95' S in  (1 ¥ • * ) •

Nach einigen Umformungen erhalten wir, wenn (68 a) noch einmal 
hingeschrieben wird, für die Flugbahngleichungen bei Einführung 
der halben Argumente in (£of und @in(III)*

* Bei der numerischen Rechnung benutze man z. B. die Tabellen von 
Hayashi(38) für Sin, Eof, Jang (vgl. auch die Zahlentafel im Anhang).
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Man überzeugt sich leicht, daß für g =  konst. und R =  oo die 
Gleichungen (49) entstehen; man braucht nur

sin ( ] ' -£■ * )>  GoK l / & ‘ 0  und @in (] & • ' )

in Taylorsche Reihen'VI) entwickeln und R-+co  gehen zu lassen(IV). 
— Von Wichtigkeit ist hier noch die Bestimmung des Endpunktes

der Bahn. Dieser liegt auf der Erd
oberfläche, deren Meridianschnitt 
ein Kreis mit dem Radius R ist. 
Infolgedessen bestimmt sich der End
punkt der Bahn als Schnittpunkt 
des Kreises

+  (y +  R)2 =  R2
mit der durch (69) dargestellten 
Flugbahnkurve. — Einfacher ist der 
folgende Weg (Abb. 12): Das Ge
schoß erreicht in P (x =  X ,  y =  0) 
die z-Achse praktisch genau mit 
der Neigung — 9? (=  Abgangs

winkel) und der Endgeschwindigkeit v0 (=  Anfangsgeschwin-
 ̂  ̂ y p

digkeit). Nun ist tg y  =  tg (OMA) =  j p, also M P  =  ^  , Bogen

OA =  R • y.  Da das Geschoß aber erst in E aufschlägt, ist die 
w irk liche Schußweite X  =  OA +  AE.  Der Bogen A E  kann als 
geradlinig angesehen werden; wenn man auch den Flugbahnend
bogen P E  als gerade ansieht, so ist in dem Dreieck A E P  der 
Winkel bei E gleich (<p — y). Folglich also

Abb. 12. Berücksichtigung der 
Kugelgestalt der Erde
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A E  =  A X  =  A P  • ctg (w —  y) =  (—?—  
T ' \cos y ■Ri ' ctg (<p — y).

Die Vergrößerung der wahren Flugzeit T bis E ist die Summe der 
Flugzeit T (Bogen OP) und der Flugzeit A T (Bogen PE ) . Es
ist PE

I / ’

A T = ™Vn

sin {cp —  y) (— —  ä ) ■ \ cos y I
I

sin (9? —  y) und schließlich

Beispiel: Anfangsgeschwindigkeit r0 =  1000 m/s, rp — 45°, Erdradius 
E  =  6375 km, g(0) =  9,81 m /s2.

Für y =  0 folgt aus (69)

(70) 2Q,,a(l/ Ä ' T) =  !,»-sin9, '| Fie

Dann ist zunächst T — 144,935 s, somit X  — 101,932 km. Weiter ist 
y =  0,015989 (Bogenmaß), somit OA =  101,932 km; A P  =  0,830 km, 
A X =  0,857 km und somit X =  102,987 km. Ebenso findet man 
P E  =  1,192 km, d. h. A T — 1,192 s, also T =  146,127 s. —  Bei waage
recht angenommener Erdoberfläche und konstant angenommener 
Schwerkraft g =  9,81 m /s2 erhält man nach (49): X * =  101,937 km; 
T* =  144,161 s; demnach bewirken die Erdkrümmung und die Ver
änderlichkeit der Schwerebeschleunigung einen Schußweitenzuwachs 
von 0,852 km und eine Flugzeitvergrößerung von 1,966 s.

Man kann die Formeln (69) auch für belieb ige  Flugbahnen, 
also speziell für den lufterfüllten Raum verallgem einern . Denkt 
man sich nämlich die Flugbahn zunächst berechnet für eine mit 
der Höhe unveränderliche Schwerkraft, und hat diese Flugbahn 
die Koordinaten x =  - (̂t), y =  X){t), z =  j(i) , so können die 
Differentialgleichungen der Bewegung mit Berücksichtigung der 
veränderlichen Schwerkraft auch geschrieben werden:

* =  £ — J - - * ;  y =  tö +  ff) — i  =

Daraus ergibt sich also, daß die oben für das Vakuum abgeleiteten 
allgemeinen Integrale für diese Differentialgleichungen die all
gemeinen Integrale ihrer hom ogenen Gleichung darstellen. Ihnen 
braucht also nur noch je ein partiku läres Integral der inhomo
genen Differentialgleichung hinzugefügt werden.(x) Diese parti-
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kulären Integrale sind leicht zu bestimmen, da nach einem Satz 
aus der Theorie der Differentialgleichungen für die Konstanten 
A und B in der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung 
eine einfache „V aria tion  der K on stan ten “  durchzuführen, 
d. h. A =  A(t), B =  B(t) anzusetzen ist. Demnach sind die Inte
grale J, die der Lösung der homogenen Gleichung noch anzufügen 
sind^ :

für *: Jx =  | /|  • jsin ()/ -| ■ t) • J c o s (] /1  •«)■£•<*«
0

__ t __

0
__ i __

für z: Jz =  ] / ^ . | si n ( | /| . . f ) .J c o s ( } /| . f ) .ä . ,D

- c°s (l i - * ) o

Wir können nunmehr an die Ermittlung der Lösungen des 
Systems (66) herantreten; diese Lösungen liefern dann die Bahn
punkte, die unter dem Einfluß aller im Vakuum möglichen Kräfte 
vom fliegenden Geschoß eingenommen werden. Mit (69) sind die 
Koordinaten der Flugbahn in (x , y, z) bekannt, die unter Vernach
lässigung der Zentrifugal- und Corioliskraft erhalten wurden. Nach 
Anwendung der Transformationsformeln (67) ergeben sich dann 
ohne Schwierigkeit auch die Koordinaten (A-*, F*, Z*), die wir in 
(66) mit i, rj, C bezeichnet haben und infolgedessen in (66) als be
kannt angenommen werden dürfen. Dabei machen wir ausdrück-



§ 5d. Flugbahnen des luftleeren Raumes 65

lieh darauf aufmerksam, daß £, rj, £ n ich t notwendig Koordi
naten des Vakuums zu sein brauchen, sondern £, rj, £ können 
auch die Flugbahnkoordinaten einer im lu fte r fü llten  Raum 
bei ruhender Erde berechneten Bahn sein.

Zunächst erkennt man in (66), daß Z =  £ =  Z*, also auch Z =  Z* 
wird, oder: in R ich tu ng der E rdachse wird durch C oriolis- 
und Z en trifu ga lk ra ft keine Veränderung herbeigeführt. 
■— Führen wir in (66) in komplexer Schreibweise die neue Ver
änderliche W ein:

W =  X  +  i -  Y,

so ergibt sich durch Addition der beiden ersten Gleichungen eine 
inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten:

(71) W — 2 n • i • W — w2 • W =  ip (t)

wo ip =  £ +  i • rj, W =  X  -f- i • F.

Die Integration dieser Gleichung ist einfach; da e l ' " ' ( und 
t • e~ l ‘n't zwei partikuläre Integrale der homogenen Gleichung 
sind, lautet das allgemeine Integral der Differentialgleichung (71)(x)

i t

(72)

w  =  e + i n t .\ t - l e ~ i u i — n

d. h. +  B - t  +  A

W =  -f- i • n ■ W +  e " Je • ip • dt +  B !

Die Integrationskonstanten A  und B bestimmen sich ohne weiteres 
aus den Anfangsbedingungen

W(0) =  Z(0) +  i  ■ y(0); W (0) =  Z(0) +  i • Y (0)

zu
A =  W (0) =  X(0) +  i • F(0); B — IF(0) — i • n • A ,  d. h. 

B =  [A(0) +  n ■ Y (0)] +  i ■ [Y (0) — n • A (0)].
Athen, Ballistik 5
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Unter Berücksichtigung, daß allgemein e*“  =  cos co +  i • sin co 
ist(I), erhält man nach Aufspaltung der Gleichung (72) in Real- 
und Imaginärteil

(73)

X  =  cos nt ■ t • [ (| • cos nt) -)- rj • sinwf) dt
0
1

■— f t • ■ cos nt -f- rj • sinwt) dt
o

+  [Z(0) +  »i .F(0)].f  +  Z(0)j

II t ..
— sinwf ■ 11 • J (— £• sinnt -1- rj ■ cos nt) ■ dt

II o
f ..

•— j  t ■ (— £• sinwf +  rj • cos nt) • dt
o

+  [Y (0) - w - A  (())]• f +  F(0)|

Y =  coswf •{{■••}} +  sin nt •{•••)

(in den Klammern die bei X  stehenden Ausdrücke)

Die weitere Behandlung dieser Gleichungen, also die Rücktrans
formation auf die Koordinaten x, y, z nach (67) und die Quadra
turen der auftretenden Integrale, bieten keine Schwierigkeit mehr. 
Die Ausführung möge dem Leser überlassen bleiben. Nimmt man 
für f , rj, C die aus (49) folgenden Werte des Vakuums, so erhält man 
schließlich Korrekturformeln, die Cranz(1>(3) unter Vernach
lässigung bestimmter Glieder angegeben hat.

Die Entstehung seiner Formeln beruht auf einer teilweisen Ver
nachlässigung der Zentrifugalkraft. Die Schwerkraft wirkt be
kanntlich nicht genau in Richtung des Erdradius, sondern infolge 
der Wirkung der Zentrifugalkraft in einer um den Winkel d ab
weichenden Richtung. Den Winkel zwischen der tatsächlichen
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Richtung der Schwerkraft und der Äquatorebene nennt man die 
geographische Breite ß0. Dabei ist

ß0 =  ß +  ö, wo ö n2 ■ B ■ sin 2 ß
2 g0

(g0 =  9,83 m /s2 =  Beschleunigung am Pol)

d ist demnach maximal 5,9' für ß =  — . Ersetzt man in den voran-4
gehenden Entwicklungen ß durch ßa, so wird in gewissem Umfange 
die Wirkung der Zentrifugalkraft ausgeschaltet, so daß in der 
Differentialgleichung (71) n2 • W vernachlässigt werden kann. Das 
Integral der dann entstehenden Differentialgleichung

W — 2 m • i • W =  ip

ist leicht zu bilden; es ist gegeben(x) durch
t

W — W0 =  e + 2nit- -y) -dt.
o

Die Komponentenzerlegung wird wie oben durchgeführt und führt 
schließlich auf die Cranzsche Lösung (74). Sie lautet:

(74)

Korrekturen:
für Schußweite:

4 m • v03 ■ cos ß0 ■ sin© r . ,  , ,  -A X  — ----- -— • [4cos29? — 1] • sma

für Flugzeit:
A T =  2 sin 2 cp • cos ß0 • sin a ■ ”  ;

Rechtsabweichung :

As in  ■ i'o1 
3

■ sin2 <p • [3 cos <p ■ sin ß0 +  sin cp • cos ß0 • cos a\.

Beispiel. v0 =  1000 m/s; cp — a =  ß0 — 45°. Nach den Formeln von 
Cranz erhält man: A X  =  0,358 km, A T  =  0,759 s, Zlz =  0,937 km.

Es sei darauf hingewiesen, daß in den abgeleiteten Formeln a durch 
(— a) zu ersetzen ist, wenn das Geschütz sich auf der sü d lich en E rd - 
halbkugel befindet.

6’
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Schließlich erkennt man, daß Rechts- oder Linksabweichung 
eintritt, je nachdem [vgl. (74)]

3 cos <f ■ sin ß0 +  sin <p • cos ß0 • cos a >  0 oder <  0

ist. Wird z. B. am Äquator nach Norden geschossen, so tritt nach 
(74) Linksabweichung ein.

§ 6. Allgemeine Eigenschaften jeder Flugbahn 
iin lufterfüllten Raum

a) G eom etrische und dynam ische V erhältn isse

Ohne die Lösung der Differentialgleichungen (44) bis (47) in 
endlicher Form zu kennen, läßt sich aus ihnen eine Reihe von 
allgemeinen Sätzen ablesen, die das geom etrische und d yn a 
m ische Verhalten der Flugbahnkurve betreffen. Zunächst er
geben die Differentialgleichungen, daß die ballistische Kurve durch 
V erform ung aus der Flugbahnparabel des luftleeren Raumes 
entstanden zu denken ist. Dann schreibt man das System (44) in 
der Form

(75) x =  - x - y { v , y ) \  ij =  — g — ij • ip(v, y) ,

wo ip(v, y) =  c ■ d(y) ■ v ■ K  (v • | j stets positiv ist, so er

gibt zweimalige Integration der Differentialgleichungen (75):

/
x =  v0 - cos cp— • ip • dt;

o
t

y =  v0 ■ sin cp — g ■ t — j  y • ip ■ dt;
Ü

(76) t t
x =  v0 • cos <p • t —  ̂  ̂ x • y) • dt • dt\

U 0

y =  vo * Sin cp ■ t — ■ t2 — | | // * y • dt • dt.
u o
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Man erkennt hier sofort, daß die Flugbahnelemente x, y  und die 
Geschwindigkeitskomponenten x  und y  gleich denen des luftleeren 
Raumes, vermindert um die in (76) rechts stehenden Integralaus
drücke, sind. Für die Praxis heißt das, daß eine Flugbahnkurve 
des lufterfüllten Raumes oft mit Vorteil durch Bogenstücke der 
Flugbahnparabel des Vakuums ersetzt werden kann unter nach
träglicher Berücksichtigung der als Korrekturen anzusehenden 
Integralausdrücke. Wir werden hierauf noch zurückkommen. — 

Die folgenden Sätze gelten allgem ein  für jede Flugbahn. Zur 
Veranschaulichung geben wir auf S. 75 eine Flugbahn tabellarisch 
wieder, an der die angegebenen Sätze nachgeprüft werden können.

1. Die 1. Gleichung (75) ergibt

=  _  y,(y, y), d. h.

x =  v0 ■ cos cp • e ' =  v • cos ir.

Das bedeutet: Die H orizon ta lk om p on en te  der Geschwindig
keit ist stets p o s itiv  und beständig abnehm end.

2. In gleichen Flughöhen ist der spitze Winkel bzw. &2 der 
Tangente mit der Horizontalen auf dem aufsteigenden Ast kleiner 
als auf dem absteigenden Ast. Insbesondere ist der spitze Auftreff
winkel (=  Fallw inkel) co in der Mündungswaagerechten größer 
als der A bgangsw inkel cp.

d *ij 2)̂   ̂̂
B ew eis: Die Gleichung -r^- = ----------tg #  liefert tg # -  —-r =

6 dd- g - cos2#
------ i q. oder - j -d ( tg2&) =  —  ̂ . Integriert man dies von y

1) • COS n  A  3C“

bis zum Gipfel in der Höhe ys, so ergibt sich für den auf- bzw. ab
steigenden Äst

V, ' V* '
(* g -d y

J X2
bzw. 4 -tg *#2 = f  9 dy  

J X*
y 1 v -1

Da nach Satz 1 x endlich und stets abnehmend ist, ergibt sich in der 
Tat #, <  # 2, speziell <p<Cco für y =  0.

3. In gleichen Flughöhen ist die B ah n gesch w in d igkeit v1 des 
auf steigenden Astes größer als die Bahngeschwindigkeit v2 des 
absteigenden Astes.
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B ew eis: Der Unterschied der lebendigen Kräfte ist ™'(v22 —  t’j 2);
dieser muß gleich der Arbeit der Schwere -j- Arbeit des Widerstandes 
sein. Erstere ist Null, da beide Punkte in gleicher Höhe liegen. Letztere 
ist — pF  • ds und stets negativ. Infolgedessen ist V  —  V  <  0, d. h. 
vi >  v2 -Insbesondere ist also die Anfangsgeschwindigkeit v0 stets größer 
als die Endgeschwindigkeit ve (in der Mündungswaagerechten).

4. Die Flugbahngeschwindigkeit kann ein Minimum nur auf dem 
absteigenden Ast der Flugbahn annehmen. — Unter bestimmten 
Voraussetzungen strebt die Flugbahngeschwindigkeit asymptotisch 
einem endlichen Grenzwert zu, der entweder von Null verschieden 
oder gleich Null ist.

5. Der absteigende Flugbahnast hat eine vertikale Asymptote.
B ew eis fü r beide S ätze: Die Gleichungen (75)

X =  —  x -  y>(v, y); y =  —  g —  y-y>(v,  y) 

ergeben mit v2 =  x2 -)- l/2:

dv . dx du , , dv ii , ,
v " d t = x -~dT +  y - I r  sofort: =

Im Falle eines Extremums oder einer asymptotischen Annäherung von v
an einen endlichen Grenzwert gilt a I 0. Diese Bedingung ist also
erfüllt, wenn

v2> y(v,  y) =  - g - y .

Die linke Seite dieser Gleichung ist stets positiv; da andererseits y nur 
auf dem absteigenden Ast negativ wird, ist der erste Teil von Satz 4 be
reits bewiesen.

Daß dieser Punkt ein Geschwindigkeitsminimum ist, erkennt man 
leicht: v ■ sin & und v • cos & nehmen bis zum Gipfel sicher ab (vgl. 
Satz 1 und Satz 7, S. 74); infolgedessen wird auch v kleiner und kann
an der ersten Stelle mit —J- =  0 nur ein Minimum v =  rmin erreichen. at

Wir betrachten nunmehr noch das Verhalten der Flugbahngeschwin
digkeit in der Umgebung t =  +  oo.

Aus der Beziehung (45 a)

j ,  v d&d t = ------- --------- ir-, d. h. t =
g cos & ’

• v ■ cos & 
Q

d& 
cos2 &g
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folgt, daß die Bedingung t =  +  oo notwendig cos2 #  =  0, d. h. & = -----
nach sich zieht, da nach Satz 1 v ■ cos & stets endlich bleibt. Damit ist 
auch Satz 5 bewiesen. Nun ist aber

d& _ g ■dv
cos & / , , rp. \i ’

V- s r -s in # +  c -d(y)  •d2 - Z ( u -|

wie Gleichung (45) sofort ergibt. Aus dieser Beziehung für ^  folgt,
COS V‘

daß derlntegrand der linken Seite an der Stelle & =  —  singulär wird. 
Das ist auch für die rechte Seite zu fordern; somit v =  0 oder

—  9  +  c - ö ( y ) - v *  ■ J =  0 .

Diese Bedingungen betrachten wir für verschiedene Fälle.
a) Die Veränderlichkeit der Atmosphäre mit der Höhe werde vernach

lässigt, d. h. es sei

c • <5 (y) • v2 ■ K  {v ■ j =  c* •/(»-') (c* =  const).

Dann geht die obige Bedingung über in

v =  0  oder e* • f (v)  =  g .

Die Bedingung v =  0 ist in diesem Falle unmöglich. Denn v =  0 heißt 
auch y — 0 für t =  +  oo oder & =  —  . Andererseits ist aber

=  —  g —  sin & ■ c* ■f (v ) .

Unter der Voraussetzung f(v) =  0 für v =  0 wäre also

( & ) « . — ■
Da also in diesem Falle die Kurve y(t) eine geneigte Asymptote hätte, 
könnte y =  0 und damit v =  0, wie die Voraussetzung verlangt, nicht 
eintreten. —  Es gilt somit

c* -f (v)  =  g,

d. h. für t =  +  oo strebt die Flugbahngeschwindigkeit einem Grenzwert 
vk zu, der sich aus der Beziehung
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(77) / K ) = ' | r-

ergibt. —  Es leuchtet ohne weiteres ein, daß die Grenzgeschwindigkeit 
vk aus (77) zur Charakterisierung des Geschosses, d. h. des c*-Wertes 
herangezogen werden kann.

b) Die Temperaturabnahme mit der Höhe werde vernachlässigt, da
gegen erfolge die Luftgewichtsabnahme gemäß der Everlingschen Eormel. 
Dann gilt

v =  0 oder c • <50 ■ e k' y -f (v)  =  g.

Wir wollen zeigen, daß beide Bedingungen äquivalent sind. Angenom
men, v sei endlich für t =  -j- oo; dann ist wegen

- k y  9
c ' <5o •/(«)

auch y endlich. Das ist physikalisch sinnlos, da y  bei noch dauernd 
wirksamer Geschwindigkeitskomponente nicht endlich bleiben kann. 
Es bleibt also nur die Möglichkeit y =  —  oo; die Beziehung

e~k« _ ____l____
c ä 0-f(v)

ergibt dann, daß v =  0 wird. Dabei muß wie oben vorausgesetzt werden, 
daß f (v)  =  0  für v =  0 gilt.

c) Im Falle veränderlicher Temperaturen und Luftgewichte lassen 
sich keine allgemeingültigen Aussagen machen, da in diesem Falle der 
Grenzwert von v ganz vom Verhalten der Temperatur- und Luftge
wichtsfunktion abhängt. Wir beschränken uns daher auf den Fall

T(y)  =  — X * y und ö(y) =  d0 ■ ( l

l

Dann gilt
l l

v =  0 oder c • <50
X \ ä -a

-t J )
r2 ■ K V ■

Tp \*
T o - * v )

=  9 .

d. h.

v =  0 oder c ■ <50 ■ 11
To y) f V • 1 =  g-
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An der Stelle Vk sei f [ v  • • •] durch eine Potenz (v • • •)a darstellbar*. 
Dann ist

v =  0 oder c ■ <5„ ■ •** = o -

Der Erfahrung gemäß liegt —— - etwa bei 7, während 1 a <  7. Der
Fall, daß y und v gleichzeitig endlich sind, ist wie oben unmöglich. Somit 
ergibt sich auch hier y =  —  oo und rj. =  0. —

Die Flugbahngeschwindigkeit hat also einen Verlauf, wie er in Abb. 13 
qualitativ dargestellt ist. Dabei stellt die Kurve I  den Verlauf für kon-

V
i.

stantes S(y) und T(y)  dar, während II den Verlauf für variables Luft
gewicht veranschaulicht. Daneben kann diese Kurve je nach dem Aus
sehen der Funktion T (y) noch manche andere Gestalt annehmen.

6. In gleichen Flughöhen ist die h orizon ta le  Entfernung xs des 
Gipfelpunktes vom Anfangspunkt größer als seine Entfernung 
x — xs vom Endpunkt der Bahn in dieser Höhe.

B ew eis: Es gilt: xs =  f —— • d x  —  xg =  f —  • d&. Beide Inte
' ‘o 0 ri 9

grale sind endlich, da v2 stets endlich bleibt. Infolgedessen müssen
v, v,

auch die Integrale x3 =  f |( ) > x  —  xa ~  f ( e n d l i c h  sein. Nun
_____________________y_________________ v______________________
* Das Widerstandsgesetz von Siacci und die Zonenpotenzgesetze legen 
a =  2 nahe. In diesen Gesetzen ist überdies stets a -< 7. Das theoretische 
Widerstandsgesetz von Lorenz ergibt a =  1.
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ist aber | tg d | für gleiche y  auf dem aufsteigenden Ast kleiner als auf 
dem absteigenden (Satz 2), d. h. es gilt xs >■ x  —  xs.

7. In gleichen Flughöhen ist die F lu gze it ts vom Anfangspunkt 
bis zum Gipfel kürzer als die Flugzeit (t —  ts) vom Gipfel bis zum 
Endpunkt in dieser Höhe.

B ew eis: Aus dt
d#

folgt =  19 '
v ■ d&

cos#

v
g ■ cos #

t —  t,
Uis v ■ d#  

g ■ cos# '
u

Beide Integrale sind endlich, also auch die Integrale

tS

Vs

J'( t’ ■ sin #
v

t — ts
Vs

J'(
dy

v ■ sin #
v

Nun ist aber auf dem aufsteigenden Ast in gleichen Höhen v ■ sin # 
g rö ß e r  als auf dem absteigenden. Man erkennt das so: Es ist

d(v sin#)
d t

und v • sin #  =  . Also istcL t

■g —  c -ö (y )  ■ v2 ■ k (v - J, ■ sin#

Vs

y  (u2 • sin2 #) =  J[? +  c ’ <5 iv) |r • J
v

■dy.

Da auf dem aufsteigenden Ast sin #  positiv, auf dem absteigenden aber 
negativ ist, werden die Werte des Integranden im ersten Falle größer; 
das gleiche gilt dann auch für das Integral selber, womit die Behauptung 
bewiesen ist.

Zur Veranschaulichung der angeführten Sätze wird nachstehend 
eine Flugbahn wiedergegeben. Diese gilt für ein Geschoß von etwa 
10 cm Kaliber, das unter einem Abgangswinkel <p =  41,4° mit 
einer Anfangsgeschwindigkeit v0 =  381,6 m/s verfeuert wird. Sie 
wurde berechnet mit dem am erikanischen  Widerstandsge
setz, bei dem log (c • ö0) =  — 0,4 gesetzt, Luftgewichtsab
nahme mit der Höhe gemäß einer Everlingschen Formel 
d(y) =  d0.e- 0’“  und konstante Temperatur angenommen 
wurden.
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Höhe Aufsteigender Ast Absteigender Ast

y X t X y V & X t X y V —  

(m) (m) (s) (m/s) (m/s) (m/s) (G rad) (m) (s) (m/s) (m/s) (m/s) (G ra

2222 4578 20.24 200,0 0 200.0 0 4578 20,24 200.0 0 200,0 0
2217 4377 19.24 2 0 1,7 9.8 20 1.9 2,8 4777 21,24 198.3 9,8 198,5 2.
2202 4175 18,24 203,5 19.7 204,5 5,5 4976 22,24 196,7 19,5 197,7 5 ,
2178 3972 17.25 205,3 29.7 207,4 8,2 5173 23,25 195,0 29,1 197,2 8,
2144 3768 16,26 207.2 39,6 211,0 10,8 5368 24.26 193,2 38,7 197.0 1 1 .
2111 3612 15.51 208,7 47.3 214,0 12,8 5516 25.04 192.1 46.0 197,5 13.
2000 3203 13,57 212,6 67,4 223.0 17,6 5899 27,04 188,8 64.8 199,6 18.
1889 2885 12.09 215.9 83.0 231,3 21.0 6188 28.58 186.2 78.9 202,2 23,
1667 2377 9.77 221,7 108.6 246,9 26.1 6642 31,05 181.9 101,1 208,1 29.
1444 1958 7,89 227.2 129,5 261,5 29,7 7006 33,08 178.3 118.6 214.1 33.
1111 1419 5.58 236.1 157.8 2S4.0 33.8 7460 35.65 173.6 140.3 223,2 38,
556 662 2,48 254.8 201,8 325.0 38.4 8070 39.24 166.2 168,9 237.0 45.

0 0 0 286,0 252,6 381,6 41,4 8571 42,32 159,3 191,5 249,1 50,

Wir wollen später gelegentlich auf diese Bahn zurückgreifen und 
werden sie daher kurz als „Musterbahn“  bezeichnen.

b) G enäherte B estim m ung des F lu gbah n verlau fs
1. Wir wollen die Flugbahn in ein solches Paar von Flugbahn

einordnen, deren Verlauf bekannt ist und in bestimmter Weise mit 
der zu betrachtenden Flugbahn zusammenhängt.

Jede Flugbahn läßt sich stückweise beliebig eng einschachteln 
zwischen zwei Flugbahnen, deren Verlauf mathematisch in end
licher Form angegeben werden kann. Denn in den Differential
gleichungen (75) kann man auf dem betrachteten Bogen rp {v, y) 
einmal durch einen größten Wert y»max =  const. und einmal durch 
einen kleinsten Wert y)min =  const. ersetzen. Die Differential
gleichungen werden dann integrabel. Für ipv=  const (v =  max 
oder min) erhält man unschwer

x =  v0- cos95 • e~v'y ' 1 ;
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Für =  VWx und y>„ =  ipmin ergibt sieb dann das Paar der E x- 
trem albahnen. y>max undyimin bestimmt man leicht so: Wenn es 
sich z. B. nur um das Bahnstück zwischen Anfangspunkt und End
punkt der Flugbahn in der Mündungswaagerechten handelt, dann 
hat im allgemeinen ip (v, y) im Nullpunkt seinen größten Wert. 
Auf der Bahn (78) mit xpv =  ipm:xx kann man ein yimin bestimmen, das 
sicher kleiner ist als der tatsächliche Wert-y)min der wahren Bahn. 
Es gilt also entlang der ganzen Flugbahn bis zum Endpunkt stets 
v w  S- y> (v, y) >  y>mjn, d. h. die Bahn mit V’max ist mit einem durch
weg zu großen Widerstand berechnet, muß also dauernd unter 
der wirklichen Bahn verlaufen; das umgekehrte ist der Fall bei der 
Bahn mit y>m-m■ Diese Methode kann von Nutzen sein, wenn es 
darauf ankommt, schnell eine ungefähre Abschätzung der zu er
wartenden Werte vorzunehmen. Sie kann sogar zur genauen Inte
gration der ballistischen Differentialgleichungen dienen, wenn man 
die Grenzpunkte nahe genug aneinanderrücken läßt. Darauf be
ruht z. B. der Vorschlag von de Jong(56), der Flakschußtafeln 
auf diese Weise berechnen will (vgl. S. 112).

Beispiel. Das Verfahren werde geprüft an unserer Musterbahn auf dem 
Bogenstück zwischen Anfangspunkt und Gipfelpunkt. xp(v, y ) ist im An

fang der Bahn ymax =  c • r50 • - =  0,06131, wie man mit Hilfe der auf
S. 31 angegebenen Tabelle leicht feststellt. Im Gipfelpunkt ist y — 0,
d. h. nach (78) yimax • ts — ln |̂ ,max . v0 • sin <f +  l j .  Somit wird
ts =  15,461 s, also xs =  vs =  110,84 m/s. Außerdem erhält man noch 
xs ~  2857 m, ys =  1649 m*. Zur Bildung von ymin dient vs, das auf dem 
betrachteten Bogenstück den kleinsten Gesehwindigkeitswert darstellt:

/K > .Vmin — C • <5(ys) • 0,005462. Damit erhalten wir nacheinander wie
oben: ts =  24,118 s, vs =  250,71 m/s, xs =  6461 m, ys =  2969 m.

Eine Gegenüberstellung gibt die auf S. 77 folgende Zahlentafel.
Der in dieser Tafel noch aufgeführte Wert fi stellt den Faktor dar, mit 

dem das betreffende wahre Element multipliziert werden muß, um die 
halbe Summe der Werte des gleichen Elements für und v'min zu er
halten z. B. ß • x =  —  • { x(xpmAy)  -f- a;(yjmin)} . ■— Für verhältnismäßig
rohe Rechnungen kann man allgemein, wie auch dieses Beispiel zeigt, die 
wirkliche Flugbahn als den Ort der Punkto betrachten, die auf der 
Halbierungslinie der beiden entsprechenden Elemente der Bahnen mit 
Vmax und yimin liegen. ____________
* Die numerischen Werte der Exponentialfunktionen sind z. B. in der 
Tabellensammlung von Hayashi(38) angegeben (vgl. dazu auch die 
Zahlentafeln im Anhang).
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Ele
ment

1

V m a x

lenutztes i

V («> y)

>

V m in
ß

Mittel
werte

X 2857 4578 6461 1,018 4659

y 1649 2222 2969 1,039 2309

t 15,461 20,24 24,118 0,978 19,79

vs 110,84 200,0 250,71 0,904 180,8

2. Die soeben beschriebene Näherungsbestimmung des Flugbahn
verlaufs trug im gewissen Umfange auch dem dynam ischen  Ver
halten der Flugbahn Rechnung, indem nur der genaue Luftwider
stand verändert und durch eine lineare F u n k tion  der Ge
schwindigkeit ersetzt wurde. Die Folge war verhältnismäßig gute 
Annäherung nicht nur der geometrischen Elemente (x, y) der Flug
bahn, sondern auch (in freilich ungenauerem Maße) der dyna
mischen Elemente (v, t ) .  Man kann nun daran denken, die Resul
tierende der gesamten auf das fliegende Geschoß wirkenden Kräfte, 
also der Schwerkraft und des Luftwiderstandes vorzugsweise, 
durch Mittelwerte zu ersetzen. In der Tat ist dieser Weg verschie
dentlich beschritten worden. Dabei ist selbstverständlich nur 
brauchbare Annäherung für die geometrischen Elemente zu er
warten. — So versucht z. B. R oth e<58), die Resultante aus Schwer
kraft und Luftwiderstand durch eine Konstante nach Größe und 
Richtung für die gesamte Flugbahn zu ersetzen. Nennen wir diese 
Resultante y  und ihren Winkel mit der Horinzontalen o, so gelten 
die Differentialgleichungen

x =  — y-cos£>; y =  — y -sin p . 

Integriert ergibt dieses

(79)
i , l1\x =  v0 • cos<p • t — y • cosq • —;

\y =  vo ' sm V ' i — y s m g - — .

Die G esam tflu gzeit T und die Schußw eite X  werden dann 
für y =  0:
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(79 a)

(79b)

_ 2 v 0 • sin <p t
y ■sin q ’

G ipf edw erte

/ — r0 ■ sin <p
y • sin o

* u"**•3 2 y • sin2 q

X  = Vq2 • sin 2 cp 2v 02, sin2 <P • cos Q 
y • sin q 'y • smj £>
2

y • sm* qt~---- sin cp • sin (p — cp)

l
r ;  &

_  y • sin g ■ T*;2 ~ 8

(sin 2 <p • sin g — sin2 cp • cos g) .

Diese Formeln stimmen in T, ts und ys formal mit den bereits be
kannten des luftleeren Raumes überein. Man erkennt unschwer, 
daß durch (79) eine schiefliegende Parabel definiert wird, deren 
Symmetrieachse um den Winkel g gegen die Horizontale geneigt 
ist; faßt man also (90 — g) als Geländewinkel auf, dann folgt auch 
für X  formale Übereinstimmung mit der Formel (61) für die 
Schrägentfernung eines Flugbahnpunktes.

3. Eine praktische Anwendung dieser schiefliegenden Parabel hat 
neuerdings R. Schm idt(59)(30) gegeben. Er gibt die Schußweite 
und die Flugzeit vor, so daß ys nach der Formel (60), also zu 
//,ä - 1,25 • T2, bestimmt werden kann*. Die Parabeleigenschaft, 
daß die Verbindungslinie der Mitten zweier Parabeltangenten 
zwischen Berührungspunkt und Schnittpunkt eine neue Parabel
tangente ergibt, führt dann zu folgender K on stru k tion : Bekannt

sind cp, X, y3 (wegen T)\ 
der eine Schenkel des 
Winkels cp wird gleich 
der Schußweite OE 
(Abb. 14) gemacht, der 
andere in A  von einer 
im Abstande ys zu OE 
parallel verlaufenden 
Geraden g geschnitten. 
Man verlängert OH über 

-  p — sich selbst hinaus bis B,
Ahb. 14. Sehmidtsche Konstruktion der so daß OA =  A B  wird.

Flugbahnparabel Der Winkel OEB  ist

B
A

* Diese Werte können aus jeder Schußtafel entnommen werden.
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dann der Fallwinkel u>. E B schneidet die Parallele g in C. Die Mitte 
von A C ist der Gipfelpunkt G der Flugbahn. Die Halbierungs
punkte von OA, AG, GC, CE  seien bzw. A 2, A v Cv C2. Die Ge
raden A 1 A n und C1 C2 sind neue Parabeltangenten, deren Mitten M 1 
und M 2 die Berührungspunkte der Parabel sind. Durch fortgesetzte 
Anwendung dieses Verfahrens kann man beliebig viele Flug
bahnpunkte mit den zugehörigen Flugbahntangenten bestimmen. 
— Man bestimmt die Richtung der Parabelachse, d. h. der oben 
erwähnten Resultierenden ohne weiteres aus

tg? 4 ya ■ co tg cp — X ’

ferner: J, =  | l +  ys ■ ctg <p; ctg co =  ----- ctg <p.

Der Leser prüfe an diesem Verfahren etwa den Verlauf unserer Muster
bahn. Beispielsweise ergibt sich a> =  52,1 °, während der richtige Wert 
co =  50,2° ist; xs =  4683 m, richtig xs =  4578 m.

§ 7.  Ähnlichkeitsgesetze für Flugbahnen

a) E in fach ster Fall für P otenzgesetze

Zwei Flugbahnen werden ähnlich  genannt, wenn in Punkten 
gleicher Tangentenneigung entlang der ganzen Flugbahn jedes 
Bahnelement der einen Bahn in einem konstanten  Verhältnis 
zum gleichen Element der anderen Bahn steht. Dieses Verhältnis 
kann für verschiedene Elemente von verschiedener Größe sein.

Wir betrachten zunächst den ein fachsten  Fall, daß der Wider
stand proportional einem konstanten Beiwert cn und der wten Po
tenz der Geschwindigkeit sei(el). Die Differentialgleichungen der 
Bewegung lauten dann

d(v-  cos#)   cn b+ i . dx    v2 _
d& g 1 ’ d& g ’

dy  _ v2 , dt __ v 1
d& g & ’ dß, g cos#  ’

In diese Gleichungen führen wir eine neue Veränderliche w =  ]cn • v 
ein, so daß die Hodographengleichung lautet

d (w ■ cos #) w
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Bei vorgegebenen Anfangswerten §  =  cp, w(<p) =  w0 usw. ist die 
Lösung w =  w(ß, w0, cp). Wenn also

n,___
(80) M'o =  yc„ • v0 =  const, d. h. v0n : v0n =  cn : cn

bleibt, ist stets dieselbe Lösung w vorhanden, wie auch v0 und v0 
sein mögen. — Werden weiter die neuen Veränderlichen

n ___ n ___ n ___

£ =  Fcl  • x > V =  Wn • y und x — ycn • t 
eingeführt, so erkennt man, daß wegen

d S w2 dq w2— ------- - t-2 &■ dr w 1
d& g d& o ö dd g COS #

auch besteht

x =  const; k  •y  =  const,

(81) d. h . x : x =  y : y  =  i r f • f  2 ■ Lo
n___ n ___

=  K  = K
n _ n __n ___

und t = const, d. h t iS?jdli'•KJ k  : K
und schließlich v : v =• wo : l'’o

Somit gilt für Potenzgesetze der Form cn -vn der Satz: Verhalten 
sich die »iten Potenzen der Anfangsgeschwindigkeiten umgekehrt 
wie die ballistischen Beiwerte und sind die Abgangswinkel gleich, 
so werden die Flugbahnen ähnlich. Die Horizontalentfernungen 
und die Flughöhen verhalten sich wie die Quadrate der Anfangs
geschwindigkeiten, die Flugzeiten wie die Anfangsgeschwindig
keiten selber.

Eine Anw endung dieses Satzes hat R ögg la <62) für Mörser und 
Minenwerfer gemacht, die bekanntlich mit kleineren Anfangs
geschwindigkeiten schießen und für die daher das quadratische 
Widerstandsgesetz näherungsweise gilt. In diesem Falle wird also 
wegen n =  2

(82) x \ x =  y : y =  c2: c2 =  q : q\ v: v =  t: t =  v0: v0

wenn mit q die Querschnittsbelastung bezeichnet wird und Luft
gewicht und Formfaktor in cn und cn als gleich angenommen werden.
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Beispiel. Ein 8-cm-Minenwerfer habe bei einer Anfangsgeschwindig
keit v0 =  200 m/s und einer Erhöhung q> =  43° bei einem Geschoß
gewicht von 6 kg eine Schußweite von 3000 m. Welche Werte sind dann 
bei einem 10-cm-Werfer mit ähnlichem Geschoß von 10 kg Gewicht zu 
erwarten?

Zunächst ist q =  1194 kg/m 2 und q — 1273 kg/m2. X  =  — • X

— 3200 m. Weiter erhält man v0 =  206,5 m/s. —  Würde man beim 
8-cm-Geschoß die v0 um 6,5 m/s erhöhen, so ergäbe sich aus der (aller
dings genau  nur für den luftleeren Raum gültigen) Formel (64) eine 
Schußweite von höchstens 3195 m (nach genauer Rechnung mit den 
Formeln von § 14 c würde sich in diesem Falle als tatsächliche Schuß
weite ergeben: 3150m). Beim 10-cm-Geschoß macht sich daher bereits 
die größere Querschnittsbelastung gü n stig  bemerkbar.

b) Der Ä h n lich k eitssatz  von  Langevin

Der soeben abgeleitete Ähnlichkeitssatz bezog sich auf den ein
fachsten Fall des Luftwiderstandes. Wir wollen daher jetzt die 
Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen bei dem all
gemeinen Widerstandsgesetz

W proportional c • d(y) • v2 ■ K \v • j / - j

Flugbahnen einander ähnlich werden. Da, wie vorhin ausein
andergesetzt wurde, Flugbahnpunkte mit gleicher Tangenten
neigung verglichen werden müssen, gehen wir auch hier von der 
Differentialgleichung (45) (II. Form der Bewegungsgleichungen) aus. 
— Da nun

T(y)
T„ K(u) mit ic =  v •

T(y)
und der Luftdruck p(y) proportional ö(y) • T(y) ist, können wir
unter Einführung eines neuen konstanten Beiwertes c' =  — ^  ,

c • «0
der zuweilen als „F lu gw ert“ bezeichnet wird, für (45) schreiben

d[v ■ cos#)   p (y)
d §  c' • v • f (w) ;

dy
dö

__ C J_ dy
p(y) =  Vb-e ' R Tiv) [Vgl. (16)]

Athen, Ballistik

— • tg ;

(R =  Gaskonstante).
e
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c' ist, wie man erkennt, der Querschnittsbelastung propor
tional.

In diesen Formeln ist T0 die Temperatur, für die die K  (u)-Kurve 
ein- für allemal n orm iert wurde, während die mit dem Index b 
versehenen Werte die der Rechnung zugrunde gelegten tatsäch
lichen Bodenwerte bezeichnen.

Nun ist aber

wenn

Piy) =  Pb-e
1 C T. 

R - T 0 J T(V) d y _a*ij
=  Pb -e

a = 1
R -T a und ■ dy

gesetzt wird. Mit v =  w erhält man dann schließlich

(83)

d(w- cos#) uP-sind- 1 dT
d$ 2g T0 dy

Vh
c'

— a>ne • w • /  (w) ;

dy
u

dTHier erkennt man nun folgendes: Ist -j— eine gegebene Funktion
von rj, so ist die Lösung von (83) eindeutig in (w, rj, ß) unabhängig 
von Tb bestimmt, wenn die Anfangswerte <p, w0, rj0 und der Para
meter gegeben sind. Es fragt sich zunächst, wie und da
mit T (y) beschaffen sein müssen, um diese 1. Bedingung zu erfüllen. 

Es sei
1

T.
dT - . ,
- d i  =

wie die Voraussetzung verlangt. Wegen dt] 
aber

■ dy  folgt dann

(84a) ^ M .  =  0 ( T]).dT] , d.h. T ( y ) = T b.W(r)).

Damit wird aber

(84 b) dy - T(y)
Ta dV = T b .^ M d r i ,  d.h. y =  Tb -y>(rj),
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und sch ließ lich  durch  V erb indu n g  v o n  (84 a ) und (8 4 b )

(85)

In  dieser F orm  m u ß  also der T em peraturverlau f darstellbar sein. 
W ir  führen  nun für x  bzw . t n och  d ie neuen V eränderlichen

(8 4 c) T .

ein. D as h at zw ei V orte ile : E inm al ist dann  t g $ ,  undd x  d(

zw eitens w ird  ^  =  J / i n  form aler Ü bereinstim m ung

m it den  entsprechenden  A usdrücken  in (x, y, t). D ad u rch  ergeben 
sich  auch  eindeutige L ösungen  fü r f  und r  in (d, w, rf) ; ihre D iffe 
rentialg leichungen  lauten  dann

(86)
d £ __ d z  __ w
d& g ’ d& g ■ cos#'

E n tsprech end  der A b le itun g  (84 a) erhä lt m an

H ier erkennt m an le ich t, daß  die D ifferentia lg leichungen  (83) u nd  

(86) d ie  B ew egung im  System  rj, r ,  w, d, vo llstän d ig  und

eindeutig  fü r belieb iges T b festlegen , w enn  nur der T em p eratu r
verlau f d ie F orm  (85) h at, und  die A n fangsw erte  fü r $  =  (p fe s t
gelegt sind.

W ir  betrachten  nun 2 F lugbahnen , deren  D ifferentialg leichungen  
der B ew egung beide die gleichen  F orm en  (83) u n d  (86) und  die

beide den  g leichen  A bgangsw inkel <p haben. D a  ^  =  con st und 

W’o =  ' 1/ tP  =  t’0 • —- =  const b leiben  m üssen, g ilt
'  1 b sb

6’
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(88 a) Pi =  £[_ und JA  =  i* .  = [ /^
Pi c' v0 si V T b

F olg lich  bestehen  dann  w egen  (8 4 b ) u n d  (87) die w eiteren B e 
ziehungen

(88 b) y_ =  x_ =  Ti und * _| /  Tb _  sb
y x Tb t  J T b si

D as G esam tergebnis der vorsteh enden  E n tw ick lu ngen  lä ß t sich  in 
d em  Satz von  L angevin (63) zusam m enfassen :

W en n  das V erhältn is der H öh entem peratu r T ( y ) zur B o d e n 

tem peratur T b eine belieb ige F u n k tion  des Q uotien ten  ist, so

sind F lu gbah n en  m it g leichem  A bgangsw inkel q> be i versch iedenen  
B oden tem peratu ren  T b ähnlich, w enn  sich die Q uerschnitts
belastungen  w ie  d ie B od en lu ftd rü ck e  und d ie A nfangsgeschw indig 
keiten  sich  w ie  die Schallgeschw indigkeiten  am  B od en  verhalten . —  
D an n  verhalten  sich  in  belieb igen  B ahn pu nkten  die A bszissen  und 
O rdinaten  w ie  d ie Tem peraturen  am  B od en , d ie G eschoßgeschw in 
d igkeiten  u n d  F lugzeiten  w ie d ie S challgeschw indigkeiten  am  
B oden . Insbesondere verhalten  sich  die Schußw eiten  (y  =  0) w ie 
d ie B odentem peraturen .

E in  T em peraturverlau f z. B . der F orm

T ( y ) =  T b —  X -  y ,

w ie w ir ihn  bisher betra ch tet haben , genü gt o ffen bar der L a n g e  - 
v in s c h e n  B edingung, da hier

T(y)
T b 1 X ' Tb

w ird.

Beispiel. Ein 8,8-cm-Geschoß mit der Anfangsgeschwindigkeit 
v„ =  800 m/s und einer Querschnittsbelastung von 1360 kg/m2 erreiche 
bei einer Bodentemperatur von + 1 0 °  C =  283° abs. und einem Boden
luftdruck von 760 mm Hg eine Schußweite von 20 km. —  Wann wird bei 
ähnlicher Geschoßform und 1530 kg/m2 Querschnittsbelastung die neue 
Flugbahn der ersten ähnlich, wenn die Bodentemperatur auf + 1  ° C
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=  274° abs. absinkt? A n tw o rt: Bei einem Bodenluftdruck von 
pt =  760 ■ 1,125 =  855 mm Hg und einer Anfangsgeschwindigkeit

274 . 274
v0 =  800 ■ =  774,6 m/s. Die Schußweiten verhalten sich wie 5 3 5 ,<600 2oo

— 274
d .h . X  =  3 3 ^ • 20 =  19,36 km.

2o3

§ 8. Zweite Zusammenfassung (^Luftleerer Baum; Flugbahn
eigenschaften; Ähnlichkeit)

1. Die Formeln des lu ftle e re n  Raumes sind ein Spezialfall derjenigen 
des lufterfüllten mit verschwindendem Widerstand. —  Gleichungen des 
luftleeren Raumes:

x — v0- cosp- t ; y  =  v0 ■ sin99 ■ t —  -f- ■ t2;2
y =  x-tg<p- g ■

2 v02 • cos2 <p

v02 ■ sin 2 w y __ 2 v0 ■ sin <p

[Beliebiger Bahnpunkt];

v„2 ■ sin 2 <p__X

9
l ve =  v0; co =  <p

[Endpunkt der Bahn (y  =  0)]; 

v0 ■ sin 9? T
2 g 2 ’ 9 2 ’

V s 2g 8
T2; v, =  v„ ■ cos <p [Gipfelpunkt (& 0)];

2jj 2 1
R  =  — • cos <p • sin (99 — y) [Entfernung eines Bahnpunktes

vom Anfangspunkt; y  — Geländewinkel].

Bei kleinen Ä n deru n gen  der Anfangsgeschwindigkeit und des Ab
gangswinkels gelten die Differenzenformeln

A X  2Av0 A T  Av0 , i A
— '-2ctg2<p-A<p;  - ^ -  =  — ----- \-ctg<p-A<p;

vn

A R  2Av„  , cos(2® —  y) . , r„  . .-5 -   -------- -------------r—,----—r • ^¥>+ [2tgy — ctg (9:—  y  ] ■ Ay.R  vn cos 9»-sm (93 —  y) 1 0  '

2. Bei Berücksichtigung der S ch w erk ra fta bn ah m e mit der Höhe 
gelten allgemein für die berichtigte Bahn die Formeln

vQ2 ■ sin2 (p g
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wo ( j ,  t), j )  die Koordinaten der unberichtigten Bahn (auch im Iuft- 
erfüllten Raum) sind. Speziell für den luftleeren Raum ist

S = i)  +  3 = i = 0 .

Es ergibt sich die Schußweite

wo die Flugzeit

X  =  v0 ■ cos<p ■ j / y  ■ sin ■ r j  ,

T =  ] J ^  ' 9113:ana (t’° - sin(p - J/ •

X  und T  müssen noch um die Differenzen^ X  und A T  verbessert werden, 
die sich aus der Kugelgestalt der Erde ergeben. —  Soll die in (x , y , z ) 
erhaltene Bahn außerdem noch für den Einfluß der Zentrifugalkraft und 
Corioliskraft berichtigt werden, so gelten im K o o rd in a te n sy ste m  
(X , Y, Z) die Differentialgleichungen

X  =  S - f  n * - X  — 2n-  Y; Y =  rj +  n3 ■ Y +  2n ■ X ;  Z  =  ? ,

wo (|, r], ’Q die Koordinaten der unberichtigten Flugbahn sind (auch im 
lufterfüllten Raum). Es wird Z  =  f , d. h. in Richtung der Erdachse 
findet eine Veränderung n ich t  statt. Mit

X  i • Y =  W, £ 4 - »• jj =  y

ergibt sich die Differentialgleichung im Komplexen 

W —  2 »  • i • W —  n2 • W =  yi.

Nach Integration und Trennung in Real- und Imaginärteil ergeben sich 
X  und y . Führt man in die Formeln die durch die Richtung der Schwer
kraft bestimmte geographische Breite ß0 ein, so kann n2 • W vernach
lässigt werden. Für den luftleeren Raum folgen damit die Formeln

A X  =
4ra • v03 ■ ooeßg • sing?

3 ?
[4 cos2«p — 1] • sina

[Schußweitenvergrößerung],

A Z  = 4 n ■ v03
“ 3 7 “

• sin2 <p ■ [3 cos q> • sin ß0 -)- sin q> ■ cos ß0 ■ cos a]

[Rechtsabweichung],

A T  =  2 T ■ cos w ■ cos ß0 • sina • n V° [Flugzeitvergrößenmg],
9

die auch mit gewisser N äherun g im lufterfüllten Raum gelten.
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3. Bei jeder Flugbahn des lufterfüllten Baumes gelten für Punkte, 
die in gleicher Höhe liegen, die U n gle ich u n gen

xa —  * i >  z 2 —  x t a —  «i <  <s —  | # x | <  | # ,  | ; v1 >  i>,;
v1 ■ c o s# ! >  i>2 • co s# a; 11\ • sin# ! | >  | v% • sin#a |

[Beliebiger Punkt];

x, >  X  —  x a; ta < _ T  —  ta; ip <  tu; v0 >  ve; u„ cosy  >  ve • costu; 
v0 • sinrp >> ve • sintu [Endpunkt].

Der Index 1 bezeichnet Punkte des aufsteigenden, der Index 2 Punkte 
des absteigenden Flugbahnastes.

Das G esch w in d ig k e itsm in im u m  wird erst auf dem absteigenden 
Ast erreicht. Bei Bahnen mit konstanter Temperatur und Luftdichte 
strebt die Geschwindigkeit einem endlichen Grenzwert zu. Bei Berück
sichtigung veränderlicher Höhentemperaturen und Luftgewichte geht die 
Geschwindigkeit möglicherweise nach Erreichen eines 2. Extremums 
(Maximum) gegen 0 bei Annahme der üblichen Temperatur- und Luft
gewichtsformeln.

4. Ersetzt man in den Differentialgleichungen der Bewegung

V — c ' ^(y) ' v • K-[v • j /

einmal durch seinen größten, das andere Mal durch seinen kleinsten Wert 
und betrachtet man diese als konstant für die ganze Bahn, so er
geben sich damit 2 Flugbahnen, in deren Mitte die tatsächliche a n 
n äh ern d  verläuft.

Ersetzt man die Besultierende aus Schwerkraft und Luftwiderstand 
durch eine Konstante nach Größe und Richtung, so ergibt sich eine 
schiefliegende Parabel; dies kann nach einem Verfahren von Schmidt zur 
näherungsweisen Bestimmung der Flugbahngestalt dienen.

5 .1. Im einfachsten Falle, also bei konstanten Temperaturen und Luft
gewichten, gilt für Potenzgesetze ein Ahnlichkeitsgesetz der Flugbahnen;

(t \̂* q
— ) = —  und q> —  <p, dann g ilt für gleiche Neigungswin-
«w q

kel #  der Flugbahntangenten, d. h. für #  =  # :  und

l __ v  __v0
t v v0 '

II. Bei Berücksichtigung höhenveränderlicher Temperaturen und
Luftgewichte gilt der Ähnlichkeitssatz von L a n g ev in : Wenn

T{y) =  T b- x [ - ^ r )> V =  <p, P b -P b ^ q -q , v0: v 0 =  sb : sb, 

dann ist x : *  =  y : y  =  T b: T b und l : t  =  8J):sb.
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Kap. III. Photogrammetrische Flugbahnvermessung 

§ 9. Definitionen

Wir haben schon bei der Behandlung des Luftwiderstandes dar
auf hingewiesen, daß man in neuerer Zeit photogrammetrische 
Flugbahnvermessungen durchführt, um auf dieser Grundlage den 
Luftwiderstand zu bestimmen.

Bei der Schilderung der Luftwiderstandsbestimmung f§ 1 c] 
aus der photographischen Flugbahnaufnahme war die Voraus
setzung gemacht worden, daß y und x als Funktionen der Zeit t 
bekannt waren. Das ist nicht gerade nötig. Aus den Bewegungs
gleichungen [§ 3] leitet man unschwer die folgenden Beziehungen 
nacheinander ab:

dy
dx =  y’ =  tg 0; v • cos & =  J/— £  •

dt =  dx -  j / —

(Striche bedeuten Ableitungen nach x)

c

In der gleichen Weise wie für t als unabhängige Veränderliche 
kann man auch aus den Differenzen A' y, A "  y, . . . für äquidistante 
A x die Ableitungen y', y" , .  . . und somit v und K  (v) bestimmen. 
Besonders bei der Aufstellung der Schießbehelfe für F lu gabw eh r
geschütze, ferner zur Bestimmung von Sprengpunkten im 
Raum, die mittels einstellbarer Zeitzünder vom explodierenden 
Geschoß hervorgerufen werden, ist weiterhin photogram m e
trisch e F lugbahnverm essung erforderlich. Wir wollen daher 
an dieser Stelle das Wichtigste der ballistischen Photogrammetrie 
darstellen. Die folgende Darstellung lehnt sich an eine allgemeine 
Untersuchung von W. Lohm ann1641 an, der die Gebrauchsformeln
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und Fehlerbetrachtungen in einfachster Weise auf der Grundlage 
der Vektorrechnung abgeleitet hat*.

Zur photographischen Bestimmung der Flugbahn F  (Abb. 15) 
befinden sich in L (linke Station) und R (rechte Station) je ein

Phototheodolit mit den Brennweiten f l bzw. fr. Die Horizontal
entfernung der beiden Stationen sei b (Basis), ihr Höhen
unterschied A h. Die an sich hinter den Objektiven L und R 
auf den Platten <ß, und <j}r entstehenden Bilder der Punkte P  
der Flugbahn F  denkt man sich als Diapositive im Brenn
weitenabstand fi bzw. / ,  vor den Objektiven L und R in den 
optischen Strahlengang richtig eingepaßt. Zur Definition der Lage 
von P  führen wir folgende Koordinatensysteme und Einheits
vektoren ein:

* Vgl. dazu auch: Sutor, Mitt. d. dtsch. Gesellsch. f. Photogrammetrie, 
H. 5 (März), 1940, S. 203.
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S y s t e m e Linke
Station

Rechte
Station

Einheits
vektoren

Basis
systeme 
(fest in L 
bzw. R)

Raum
koordinaten X t, Y Z { X r, Yr, Z r i —  horizontal 

nach vom  
j — vertikal 
f —  horizontal 
von L  zum Kar
tenpunkt von R

Bild
koordinaten U„ Wf ur, vr, wT

Kamera
systeme 

(fest auf Sß, 
bzw. ißr)

Raum
koordinaten Xf, Yf,Zf X r, Yr,Zr

ij bzw. ir: Op
tische Achse der 
Kamera in R 
bzw. L
h bzw. }r : Bild
ordinate auf iß; 
bzw. ißr 
f; bzw. fr : Bild- 
abzisse auf ißf 
bzw. ißr

Bild
koordinaten fl> i>l’ f r ’  ('r<

Damit sind folgende Vektoren gegeben

a) Bildvektor vom Objektiv zum Bildpunkt: 

r„ =  i • w„ +  j • vv +  I • wv =  \v • fv

+  i v - v v +  iv - wv

ß)  Ortsvektor vom Objektiv zum 
Raumpunkt:

(90) — i • X v +  j • Yv +  J • Zv — t„ • X v (v — l oder r)

+  ij.'
y) Vektor von der linken zur rechten Sta

tion:

a =  i • A h  +  f • b =  i j • d~t +  j, • ä yl

+  U •

In diesen und den folgenden Gleichungen bezeichnet der Index v 
stets: linke oder rechte Station. Man bezeichnet nun als V er
schw enkung des Theodoliten seine Drehung um die senkrechte
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Achse (j). Der rechts herum positiv gezählte V erschw enkungs
winkel sei xpv. Als Kippung wird die Drehung des Theodoliten um 
die waagerechte Achse ({„) bezeichnet; a>v sei der nach oben positiv 
gezählte K ippw inkel.

Somit gelten folgende Transformationsformeln

(91)

i =  t„ ■ cos y)v ■ cos (ov — j„ • cos ipv • sin cov — f„ ■ sin y>„; 
1 =  t„ • sin cov +  jv • cos cov;

I =  t„ ■ sin rpv • cos <ov — )„ • sin ipv ■ sin ojv +  fv • cos y>v; 

iv =  i • cos ipv • cos mv +  j • sin <u„ +  f • sin y>v • cos a>„; 

\v = — i-cosy)„-sincov+  j;-coscov — f • sin^,, • sinß)v; 

f„ =  — i-s in y „  + ! - c o s y v.

§ 10. Die Auswerteformeln

Nach Abb. 15 ist nun in dem Dreieck L R P

(92) =  a +  3r; 

ferner gilt

(93) Öj =  Xi ■ t ij §r 1=1 X.r * to

weil §v und t„ gleiche Richtung haben; dabei ist Xv ein Propor
tionalitätsfaktor, der nicht konstant ist, sondern von dem Durch
stoßpunkt des Vektors durch die Platte )ßv, also von den Bild
punktkoordinaten abhängt. Durch Kombination von (92) und 
(93) erhält man die Grundgleichung der Raumbildmessung

(94) Xi • Ti — tt +  XT • Tr

Zur Elimination von Xr multiplizieren wir diese Gleichung beider
seits vektoriell mit rr:

(94 a) Xt • [titr] =  [arr]

Aus dieser letzteren Gleichung läßt sich nun das System der Aus
werteformeln gewinnen. Da die Aussage (94 a) für die Vektoren
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[r( rr] und [a rr], also auch für jede ihrer Komponenten gilt, er
halten wir drei Typen von Auswerteformeln.

Zunächst ergeben sich aus (90, a und y) mit (91) sofort die Zu
sammenhänge der Bildkoordinaten /„, vv, wv im Kamerasystem mit 
den Bildkoordinaten uv, vv, wv im Basissystem, indem man die 
Gleichung (90 a) für r„ nacheinander skalar mit i, j, f multipliziert:

(v =  1 oder r)

Entsprechend folgt aus der Gleichung (90y) mit (91) für den Vek
tor a bezüglich des Zusammenhanges seiner Komponenten im 
Kamerasystem mit denen des Basissystems*

(96)
äxt — A h • sin a>i +  b ■ sin y>t • cos cof, 
ävi =  Ah • cos a>i — b • sin y>t • sin ojt; 
äz l=  + b -  cos ipt.

Der allgemeinste Fall bei der ballistischen Photogrammetrie be
steht nun darin, daß die optischen Achsen der beiden Photo
theodolite windschief zueinander liegen, d. h. (ol ^pcoT, ipt =j= rpr 
und daß die Objektive L und R verschiedene Brennweite haben, 
d. h. /; =j= fr. Für diesen allgemeinsten Fall sollen die A u sw erte
form eln  formuliert werden. Die in (94a) vorkommenden Vektor
produkte können bei Berücksichtigung von (89) und (90) in folgen
der Form hingeschrieben werden

i i f i i f
(97) [rtrr] = Ui Vl w, ; [atr] = 0 Ah b

uT wr ur vr wr

* Es ist üblich, die linke Station als Hauptstation festzusetzen.
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Diese Formulierung ist zweckmäßig, da beide Stationen nur das 
Einheitsvektorentripel (i, j, !) gemeinsam haben. Durch skalare 
Multiplikation der Gleichungen (97) nacheinander mit i, j, ! er
hält man drei Formeln

(98)

, _ Ah wr — h ■ vr oder A -  bWr‘ Wv ur---WT‘ UX■ vl -wr — vT- wt

bzw. — Ah ■ uT 
ul -vT — vl - ur

Hiervon wird man zweckmäßig die doppelt eingerahmte Form 
auswählen, da sie Ah  n ich t enthält. Nur für Kontrollzwecke 
wird man auch die beiden übrigen Formeln für At benutzen. — 
Aus Gleichung (93) folgt durch skalare Multiplikation nachein
ander mit i, j, f, wenn man (90 a und ß) berücksichtigt

(99) Xi — Aj • Ui, Y t — Aj • Vi\ Zt — Aj • wt

Damit sind die Auswerteformeln für die photogrammetrische 
Flugbahnaufnahme gefunden. Die Koordinaten (vv, wv) werden 
durch Ausmessung auf den Platten <J}„ bestimmt; fv sind die be
kannten Brennweiten der Theodolitobjektive. Die Verwendung 
der doppelt eingerahmten Formeln (95), (98), (99) liefert dann die 
Raumkoordinaten des Flugbahnpunktes P{X, Y, Z). Aus diesen 
Formeln ergeben sich alle S on derfä lle  durch Vereinfachung. 
Insbesondere ist z. B.

bei parallelen optischen Achsen: coj =  u>T =  co; =  y>T =  y>', 
im „gekippten Normalfall“ : if>l =  ipr — 0m, a>( =  cür =  co;
im „ungekippten Normalfall“ : yil =  y>T — 0; cot =  cor =  0.

§ 11. Meßfehler

Durch ungenaues Einrichten der Phototheodolite, d. h. Fehler 
in ipv und mv können leicht fehlerhafte Werte für X, Y, Z berechnet 
werden. Außerdem können weitere Fehler durch Verkantung der 
Theodolite (Drehung um die optische Achse iv) entstehen. Traut
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man also einer Messung nicht, so setzt die Kontrolle der aus (98) 
ein. Stimmen diese Werte nicht genügend überein, dann müssen 
die Richtfehler bestimmt und berücksichtigt werden. Man stellt 
daher zwei Kontrollpunkte K 1 und K2 auf (Abb. 15), deren Koordi
naten genau vermessen sind. Vor der eigentlichen Flugbahn
auswertung werden die Abbildungen der K x und K 2 ausgemessen 
und in Raumkoordinaten umgerechnet. Stimmen die so erhaltenen 
Werte mit den tatsächlichen n ich t überein, so werden die J u 
stierfeh ler bestimmt. Hier können wir den Weg nur im Prinzip 
andeuten; die Ausführung der Rechnung muß dem Leser über
lassen bleiben*. — Die V erkantung wirkt sich in einer Drehung 
des Plattensystems (vv, wv) um seinen Nullpunkt (in der Photo
grammetrie H auptpunkt genannt) von der Größe x  aus, 
positiv gegen den Uhrzeiger gezählt. In den Gleichungen (95) sind 
daher bei Verkantung die Koordinaten vv bzw. wv zu ersetzen durch 
(v • cos xv +  wv • sin xv) bzw. (— vv • sin xv +  w • cos xv). — Durch 
Einsetzen von (95) in (98) und dies in (99) entstehen die sechs 
Gleichungen

( 100)

X h  =  ff** (?!> w l > «I. f r ,  0>r, K tY,

und die entsprechenden X ta =  •

Differenziert man dies, so entsteht

für K 2-

Af(1) af<x)
d X v = ° 4 ± - - d w l +  °4— d f r + ' ■ +  ••• +  ■ df h .

du. dx.

und die entsprechenden für Y , , Z t und X la, Y lt, Z lt. Ersetzt man
hierin die Differentiale d X ti........ dy>lt • • • durch die Differenzen
A X ti, . . . ,  Ay>t . . . ,  so entstehen bei 2 Kontrollpunkten sechs 
Gleichungen für die sechs Unbekannten Arplt Axpr, . . . A x r. Da
die , • • • aus (100) bestimmt werden können und durch Ein-dtp ' '
setzen der auf den Platten gemessenen Werte vv, wv numerisch 
bekannt sind, da ferner A X ti, . . .  die Differenzen der berechneten 
Werte gegen die wahren Werte der Kontrollpunkte sind, sind so
mit die Aipi, Ay)r, . . .  A xt bekannt und müssen in der Rechnung

* Zudem machen wir ausdrücklich darauf aufmerksam, daß die an
gedeutete Methode nur für sehr kleine Winkelfehler gilt.
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dann durchgehend zu y,, . . . zugeschlagen werden. Bei der Auf
stellung der Bestimmungsgleichungen der A y)t, . . . sind aber weit
gehende Vereinfachungen möglich.

§ 12. Beispiel
Gekippter Normalfall: tu =  +  30°, y> =  0. Basislänge b =  215,23 m; 

Objektivbrennweiten f i  =  f T— 375,81 mm; Theodolite beide in gleicher 
Höhe (Ah =  0). Auf der linken Platte sind durch Stereokomparator be
stimmt die Koordinaten wl =  22,10 mm, vt =  88,84 mm; auf der rechten 
Platte wT =  —  29,23 mm, vr =  88,84 mm. Man erhält damit:

ut =  uT =  281,043 mm; vx =  vr =  264,843 mm; 
wx =  22,10 mm; wT=  —  29,23mm.

Somit ist nach der mittleren Formel (98) Xx =  4193,064; das gleiche ergibt 
sich nach der ersten Formel (98), während die dritte unbestimmt 
wird. Für die Raumkoordinaten ergibt sich also

X x=  1178,4 m; Yx=  1110,5 m; Zx =  92,7 m.

Diese Koordinaten müssen noch auf die Geschützmündung umgerechnet 
werden. In bezug auf die linke Station befinde sich die Geschützmündung 
um 1 m höher, 19 m zurück und 115 m rechts; dann sind die Koordinaten 
des Flughahnpunktes, bezogen auf die Mündungswaagerechte:

x =  1197,4 m; y =  1109,5 m; z = — 22,3 m.

Kap. IV. Analytische Methoden zur Lösung der 
ballistischen Differentialgleichungen

§ 13. Allgemeine Einteilung der Lösungen

Die geschlossene Integration der ballistischen Differential
gleichungen der Bewegung bietet große mathematische Schwierig
keiten. Selbst wenn die Widerstandsfunktion f (v)  durch einen ein
fachen mathematischen Ausdruck gegeben ist, wird die In teg ra 
tion  nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen möglich. In den 
übrigen Fällen ist man darauf angewiesen, die Integration num e
risch , etwa mit Hilfe eines Iterationsverfahrens oder graphisch
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durchzuführen. Eine andere Möglichkeit ist die Integration durch
R eih en en tw ick lun g , die jedoch, wie wir ohne weiteres ein
sehen können, nur dann zu brauchbaren Ergebnissen führen kann,
wenn die entstehenden Reihen so schnell konvergieren, daß die
Verwendung nur weniger Reihenglieder möglich ist. Die dritte
Möglichkeit besteht in einer künstlichen U m form ung der
Bewegungsgleichungen durch Näherungsannahmen, die zu ge
schlossenen oder doch wenigstens quadrierbaren Integralen führt.
Dieser letzte Weg ist in der Tat von sehr vielen Ballistikern
gegangen worden. Mit der zuerst erwähnten numerischen ode
graphischen Integration hängt eng zusammen die Ausführung
des Integrationsprozesses durch m echanische Apparaturen;
diese Art der Lösung ist aber nur in wenigen Fällen versuch
worden. Schließlich ist eine oft und mit Erfolg angewandt
Methode durch Kombination der ersten drei Möglichkeiten ge
schaffen worden dadurch, daß die Flugbahn in eine bestimmte An
zahl von Einzelstücken, in sogenannte „T e ilb ögen “ , zerleg
wird; für jeden dieser Teilbögen wird die Integration gesonder
und nach einem passenden Näherungsverfähren durchgeführt.

Wenn wir im folgenden eine Auswahl der bekanntgewordene
Integrationsverfahren herausgreifen und beschreiben, dann wolle
wir uns stets darauf beschränken, nur solche anzuführen, die fü
den praktischen Ballistiker von Bedeutung geworden sind oder di
Aussicht bieten, für die praktische Ballistik nutzbar gemacht z
werden. Welche der aufgeführten Methoden im einzelnen Falle i
Frage kommt, kann hier höchstens angedeutet werden. Dafür gib
es im übrigen auch keine allgemeinen Regeln, sondern hier mu
die Entscheidung dem praktischen Ballistiker überlassen bleiben
der die geeignete Methode nach mancherlei verschiedenen Ge
sichtspunkten auswählen wird: Art der Aufgabe, Umfang der zu
Verfügung stehenden Zeit, Grad der geforderten Genauigkeit, Zu
verlässigkeit und Umfang der zur Verfügung stehenden Hilfs
mittel, Möglichkeit des Vergleichs der Rechenergebnisse mit Ver
suchsergebnissen und vieles andere mehr.

Die Darstellung der Integrationsverfahren wird entsprechen
dem Vorangehenden in folgender A u fte ilu n g  durchgeführt:

1. Nach einer allgemeinen In teg ra tion sth eorie  der Ho
graphengleichung unter den vereinfachenden Annahmen kon
stanter Temperatur und konstanten Luftgewichts folgt die Dar
stellung einiger der einfachsten integrablen Fälle.
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2. B etrach tu n g  der in tegrablen  F älle be i veränderlicher L u ft 
d ich te , aber konstanter T em peratur.

3. In tegra tion  durch  angenäherte D ifferentia lg leichungen  der 
B ew egung. D ie  versch iedenen  V erfahren  w erden  als Sonderfälle 
einer allgem einen E n tw ick lu ng  herausgestellt.

4. In tegra tion  durch  R eihenentw ick lung. T eilbogenverfahren .
5. N um erische, graphische und m echanische L ösu n g  der D iffe 

rentialgleichungen .

§ 14. Die Integrabilität
der ballistischen Differentialgleichungen der Bewegung

a) A l l g e m e i n e  T h e o r i e  a l l e r  I n t e g r a l e  d e r  
H o d o g r a p h e n g l e i c h u n g

D ie  e in fachsten  F älle  der D ifferentia lg leichungen  der äußeren 
B allistik  liegen  unter der A nnahm e konstanter L u ftd ich te  und 
konstanter T em peratur vor. N ach  (47) erhält m an die H o d o 
graphengleichung

d(r-cosd) c*
— 1 =  T ‘ V'  ̂ ? =  con8t

W ir  führen  hier zu näch st neue V eränderliche durch  die B ezie
hungen

s in $  =  r ;  v =  eu 

• . c*
ein und erhalten  da m it und m it der A bk ürzu ng  —  • f(eu) = q (u )

(101) dx  1 — T2
du X  -f- Q (u) ■- A  (t, u ) oder d i  —  A  • d u  =  0

Zw eifellos g ib t  es eine große  A nzahl v o n  F u nk tionen  g(u), d ie 
diese G leichung in tegrabel m achen . U m  das einzusehen, brauchen  
w ir nur irgendeine B eziehung t =  <p{u) w illkürlich  anzunehm en, 
in  (1 0 1 ) einzusetzen  u n d  daraus m it cp (u) rückw ärts q =  q (u) z u  
bestim m en. Sei etw a r =  1 —  k • e~u, so fo lg t  ohne w eiteres 
q (u) =  1. A llgem ein  w ird
Athen, Ballistik 7
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q ( u ) =
1 — <p2 (u)

¥  («)
cp(u).

In  der T a t haben  v iele  B allistiker nach  solchen  F u nktionen  q (u ), 
d. h. f(v) gesucht, die eine In tegra tion  der G leichung (101) erm ög
lichen. E in  solches B eginnen  ist aber nur dann  sinnvoll, w enn  die 
bestim m ten  F u nk tionen  den  w irk lichen  W iderstandsverhältn issen  
gerech t w erden.

So gelang es B e r n o u l l i (66), die In tegra tion  der H odographen - 
g leichung auf Q uadraturen  zurückzuführen  unter der A nnahm e

6 iu) =  ~  ' vn- d ’A l e m b e r t (67) fan d  die L ösu n g  fü r q (u ) =

a • v n +  b und o(u) =  ä • In v  -)- b. W eitere  in tegrable  Fälle  haben  
L e g e n d r e <68), S i a c c i (69), O u i v e t (70) u. a. angegeben. E ine a llge
m eine B ehandlung u n d  L ösung bekam  diese F rage jed och  erst durch  
die A rbeiten  v o n  D r a c h (71) und D e n j  o y (13). W ir  w ollen  diese E n t
w ick lungen  in  ihren G rundzügen kurz andeuten .

D ie  Integrale der D ifferentia lg leichung  (101) lassen sich  au f die 
L ösu n g  einer partiellen  D ifferentia lg leichung zurückführen . D enn  
n im m t m an irgendeine F u nk tion  z(x,u )  an, so g ilt

dz =  ^  • d x  - f  ^  • du; dx du

m it dz =  0  ist in folgedessen  (101) der partiellen  D ifferen tia l
gleichung

(102) A - ^  +  4^- =  0  (z =  const)dx du

äquiva len t. M an erkennt w eiter, daß jed e  L ösu n g  z(x,u )  d ie 

E ulerschen  M ultip likatoren  ^  und für d ie D ifferen tia l

g leichung (101) h a t<x). D enn  m it als M ultip likator geh t (101) 

über in

—] n -  • d x — • A  • d u  =  0  oder • d x — —  ■ A  • d u  =  0 .
O T  O T C T  C T

W egen  (102) erhält m an unm ittelbar

^  • d x  4 - • d u  =  dz  =  0,dx du w enn z —  const.
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In folged essen  ist jed e  F u nk tion  r  =  <p(u), die, in  z ( r , u )  ein
gesetzt, z zu  einer K onstanten  m ach t, eine L ösu n g  der H od o - 
graphengleichung (101). Is t  nun M (r, u) irgendein  M ultip likator(x) 
der G leichung (101), so m uß die B edingung

dM  d (M -A ) j  , dM  , . d M  , ,  dA
T T T  1 ■ d . n .  - t —-  +  A  • =  3 /  • — —

erfü llt sein. D iese letzte  G leichung geht fü r jed e  W u rzel r  =  <p(u)
1 . dA  . .

v o n  M  und —  , d ie  ——  endlich  läßt, also v o n  (— p) verschieden ist, M  dx c
und  som it M [u ,  <p(u)] =  0  oder oo m ach t, über in

dM  , . dM------h A  • -----du oq> =  0 bzw . =  0 .

<p(u) ist som it w egen (102) eine L ösu n g  der H odographengleichung  
(101). Im  w eiteren  V erlauf seiner U ntersuchungen  w eist D r a c h  
nach, daß nur solche z(u, r) d ie  L ösu n g  der H odographen gleichu n g  
durch  Q uadraturen  gestatten , bei denen einer der A usdrücke

(103) z{u, r); B  ’ (ff)" =  ganze Zahl);
rational in r  ist. D as bed eu tet aber, daß  z. B . z die F orm

z(w, r )  =  a(u) •[r —  a i (tt)] - [ r  —  a2(«)] 
[t — fei («)] - [t — &2 («)]

[r — aKfa)] 
[r — bn (m)]

haben  m uß. M an erkennt in  der T at, daß  alle av(u) u n d  by (u) 
L ösungen  der D ifferentia lg leichung (101) sind, da nach  dem

obigen  av und  bv als P ole  des M ultip likators - ^ r  au f treten.

M an brau cht also nur alle m öglichen  rationalen  F orm en  der 
Invarianten  (103) abzuzählen , um  alle F orm en  v o n  o (u) zu  er
halten, d ie (101) quadrierbar m achen. U m gekehrt ergibt nachher 
die E inführung der W erte  v o n  z fü r d ie entsprechenden  A usdrücke 
(103) in  die G leichung (102) d ie n ötige  A nzahl v o n  B estim m ungs
gleichungen , w elche alle in  den  Invarianten  (103) au ftretenden  
G rößen  durch  Q uadraturen  ergeben.

M an h abe z. B . den  ein fachsten  Fall

(104)
(t - cg) • (r — a2) ■ ■ • (r — a() 

' (t —  &,) • (t —  &s) • ■ ■ (r —  bf) (iaL =  a^ u)  usw .)

7*
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N ach  G leichung (102) erhält m an, w enn m an  v o n  ln z ausgeht,

D ie  at u nd  bt genügen der G leichung (101), da sie säm tlich  P ole  

des M ultip likators sind. S om it geht die vorstehende G leichung

m it

f 1 ßi J , / 1   b ia . = ----- ;— — und b ’  =
» i t f bi +  e

über in

(T+  ?)•“ <' — (1— T*)

] ^ ( r  +  Q).bi' +  ( 1 - t*)

_  Q)'ai —  (1 —  °<2)~|-(t2 — a>a)~h ai • T —  ai ’ ai

, ST’ ibj +  Q) ■ W  -  (1 -  b>) +  ( r 8 -  V )  -  6 /  ■ r  -  6 /  • bt 
^  Z - t  r - b i

t(t +  “ <) • (t — “ <) +  • (t — “ ,)
~ Z ?

^ ( T + b J - i T - b J  +  b j ' - i T - b j )  
+ Z /  T - b t

u nd sch ließ lich

(T +  ß) • ---------£ ( ai +  ai )  +  £  (bi +  6 / )  =  0 .

D iese G leichung m uß identisch  fü r alle r  und  u  gelten ; fo lg lich  ist 
er' =  0, d. h. a =  con st und

Z { b ( +  bi) =  Z  (a,- +  a /), d. h. Z  (a,- — bi) =  Z  (a / — V )
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D urch  E in führung der A u sd rü cke fü r o /  und  6 /  gem äß (101) ent
steht

* +  ■ Q
+  e

y i i  +  b i_e  oder„ 
jLj  +  e

d - e
i

e
i

bt +  Q
=  0 .

D ie A nnahm e g2 =  1 w erde ausgeschlossen. F olg lich  ist

1
«< +  e

l
*>< +  e

=  o.

D em nach  ist (— g) eine N ullstelle des M ultip likators die ~  
unendlich  m a ch t, also auszusch ließen  ist. D ie  W u rzeln  des M ulti

p likators sind L ösungen  v o n  (101). In fo lged essen  erhalten  w ir 

aus der G leichung (2 i  —  2 )ten Grades

im  ganzen ( 2 t — 2) W u rzeln , d ie L ösungen  v o n  (101) sind und 
m it c{ beze ich n et w erden  m ögen . D azu  kom m en  n och  d ie  triv ialen  
L ösungen  r  =  +  1 u n d  r  =  —  1 v o n  (101). V o n  den  (2 t  —  2)

* Für irgendeinen Index v ist:

. 1 +  <Vg

d. h.

somit:

also:

oder:

°» +  6
(i +  ty e H 6 ,,+  e) _j_
(a,„ g) ■ (bv -)- g) '

, 6 y ( l ~ e a) ,
' (®v +  e) • ( K +  e) '

+  1.+ ?r0e + ■ ■ ■ ’
° v  +  Q

_  _r_ (1 4~ b v '  Q ) I
1 («„ +  e) • (&* +  e) '

« v ( i  —  e2) ,. =  . . . + (av g) ■ (bv g) 1
( l - g 2)-(bv — av)
(o„ -J- g) ■ (&„ -(- g)

6 ^ )  + •■=••
Durch Summation über alle v folgt die obige Beziehung.
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Wurzeln sollte die Wurzel (— p), da sie ^  unendlich macht, aus-d T
geschlossen werden. Schließlich findet man noch eine letzte Lösung 
aus

Z { a t +  ai') =  Z { b t +  bi'), d.h. Z { a i' - b i') =  - E ( a i - b i) 

oder £ ( a t — b i ) = y - e ~ u.

Somit bestehen die folgenden 2 k Gleichungen zur Bestimmung der 
at und bit da die ct als Lösung von (101) z zu einer Konstanten 
machen:

(c< — ®i) (c* — ®s) • ..(Ci — «*)
(Ci — bi) • (c, — ö2) . . . (Ci — bk) Yi

(1 - “ i) ■(1 — a2) . ■(1 - ak)
(1 - bi) •(1 — be) •..(1  - bk) - V2k-2

(1 + Ol) ■(1 + a2) . ..(1  + ak)
'  7 2 * - 2(1 + bi) •(1 + &2 * ..(1  + bk(

Z  K bk) = 72* e ~ u

(i =  1, 2, . . . , 2 k  — 3) 
(alle y  =  const)

Mit diesen 2 k Gleichungen erhält man die 2 k Lösungen at und bt 
als Funktionen von u. Darauf bestimmt sich o als Funktion von 
u aus der Gleichung

1
+  Q

1 =  o.

Man erkennt, daß q (u) algebraisch in e~u wird. Wir erinnern uns,
c*daß eu =  v gesetzt und q (u )  =  —  • f(v) war. Infolgedessen kann 

z. B. f(v) als Summe von Potenzen von v, also in der Form

c* • f ( v) — ai ' vi +  ak ' vle +  an ' vn +  • ' '

dargestellt werden. Diese Form umfaßt die einfachsten Fälle der 
ballistischen Widerstandsfunktion und soll daher zuerst einer 
näheren Untersuchung unterzogen werden.

Wir bemerken zum Vorstehenden noch folgendes: Nachdem man 
die a,- und bt bestimmt hat, ist auch allgemein z und damit ein



§ 14 b. Wideratandsgesetze in rationaler Form 103

Multiplikator von (101) bekannt, womit letztere also auf Quadra
turen zurückgeführt ist. — Die bisher gemachte Annahme, daß die 
Anzahl der Nullstellen und Pole von z, also der at und bit gleich ist 
und daß diese nur einfach sind, ist keine beschränkende für die 
vorstehenden Entwicklungen. Denn ist z in r rational, so ist auch
z =  °  j  rational und eine Lösung. Durch geeignete Wahl der
Konstanten a, ß, y, ö kann z immer auf die Form (104) gebracht 
werden.

b) W iderstan dsgesetze  in ra tion a ler Form

Bei den vorangehenden Entwicklungen haben wir darauf hin
gewiesen, daß der Fall z (u , t ) als rationaler Ausdruck in r der 
einfachste ist, der es bei c ■ d(y) =  const und T(y) =  const er
möglicht, die Integration der Hodographengleichung und damit der 
Gleichungen für x, y, t auf Quadraturen zurückzuführen. Wir 
wollen nunmehr diesen Fall noch näher untersuchen und dann 
durch Spezialisierung zu den praktisch wichtigen Formen über
gehen.

Bei der gemachten Voraussetzung schreiben wir die Verzögerung 
durch den Luftwiderstand in der speziellen Form

(105) c*-f(v )  =  g • Z a n Vm

- g - \ a ^ v  n-\-a_{n X)-v ”  X)H------- b < v f '

Dann lautet die Hodographengleichung

■vn 1+ « „ • « » ]

d(v- cos#)d» = T - v . f ( v )  =  Z a m.v m +1

oder

d v 
v

cos#
d&

+ n
sin ■& =  Z  am 

—n
vm

Führen wir die neuen Veränderlichen u =  v ” , dz =  — n • 
ein, so geht diese Gleichung über in die folgende

d#
cos#



104 Kap. IV. Analytische Methoden

(106)

2n—1

I F  -  “ • [*(*> +  “ »] =  a-n ■ U2 +  • U "
w+1 n— 1

+  ••• +  «_  t M 4~ ai ' W * +  ■ ■ ■ +  ®n I 
A (z) =  sin d

Für diese veränderte Hodographengleichung lassen sich Sonder
fälle angeben, die zu quadrierbaren Lösungen führen; wir wollen 
einige davon auswählen:

1. Sind von den Koeffizienten av nur a_n, a0 und an von Null 
verschieden, so entsteht eine R icca tis ch e  Differentialgleichung

l ü r =  a~n ' “ 2 +

die unter gewissen Bedingungen (gegenseitige Abhängigkeit 
zwischen a_n, a0, an) integrabel wird (Legendre<68)).

2. Verschwinden alle av außer a0 und an, so entsteht die lineare 
Differentialgleichung 1. Ordnung

(106a) =  w[A(z) +  a0\ +  an,

deren Lösung sofort angegeben werden kann. Sie lautet*x)

u(z) — u(z0) = J [A(z) + a°Uz ■ { an• je _ S[A(z) + “”Wz • dz +  const.}.

Diese Lösung ist bereits 1744 von d ’A lem bert(67) gefunden worden. 
Das Widerstandsgesetz hat hier die allgemeine Form

(105a) — ■ f{v) =  a0 +  an -v*.

Da lnu =  lim (---------
n -> -0 ' n

geschlagene Form

ist, ergibt sich die von d’A lem bert vor-

«o +  an • v

als Grenzfall der eben betrachteten. Sie führt gleichfalls zu inte
grierbaren Formen (Vahlen(4)).
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3. Das Integral der Differentialgleichung (106 a) ist im all
gemeinen für praktische Rechnungen unzweckmäßig, da es für 
praktische Anwendungen zu umständlich ist. Man läßt daher 
auch meist noch a0 verschwinden, so daß die Verzögerung in 
der Form der bereits erwähnten Potenzgesetze

c* . f (v )  =  c„ • vn

erscheint. — In diesem Falle ist die Differentialgleichung für die 
letztgenannte Widerstandsform einfacher als (106 a):

(106 b)

d(v ■ cos#) 
d#

d(v ■ cos#) 
(v ■ cos#)” + 1

—  • V ■ vn 
9

cn d#
9 cos” +1# '

Also lautet die Lösung

(107)

1
(v ■ cos#)«

1
( i >0 • C O S <p)n

0
n -cn (* d#

9 J cosn 1 # 
v

1
( V0 ■ COS <p)n +

n •cn
g - !» (# ) ]■

J » <* V
------ ——  sind auswertbar; für sie gilt
cos’,+ -1#

die Rekursionsformel

(108) (* — _______sm#________ , ro — 2 f  d#
' J cosm# (to —l).cosm_1# m—\ J  cosm~2# *

Mit Benutzung von (107) und den Formeln (45) finden wir also 
allgemein



106 Kap. IV. Analytische Methoden

(109)

v n  — sec"#

• i c - L m

X 9

y =  - T -

d( tg&)
2 ’

■ [ C - f - W ]

tg#  ■ d(tg&)
2 ’

-  • [O -  t .  (#)]

1 9r f -

d(tg&)

J
<r

j_  ’
n ■ c | n
V [ C _ f " ( d ) ] l

wobei

C = _______9_______
n-cn -(v0- cos q>)n +  £ n ( < P )

Aus diesen Gleichungen erkennt man einige wichtige Eigen
schaften der Integrale für Potenzgesetze: a) Die weiter oben ab
geleiteten Ähnlichkeitssätze hätten auch, wie der Leser leicht nach
weisen wird, aus dem Lösungssystem (109) abgeleitet werden
können. — b) Läßt man & gegen (— 4y) gehen, erhält man die
Elemente für t =  oo, d. h. im besonderen x x , das nach den all
gemeinen Betrachtungen in (§ 6 a) den Abstand der senkrechten 
Asymptote vom Nullpunkt als endlich angibt. Andererseits hat 
aber auch die rückw ärtige Verlängerung des auf steigenden 
Astes eine A sym ptote. — Denn es gibt sicher einen endlichen 
Winkel ß  derart, daß £n (ß) =  C, für den somit die Integranden in 
x, y, t, v unendlich werden. — c) Eine aus den Ähnlichkeitsgesetzen 
direkt folgende wichtige Eigenschaft ist noch aus (109) abzulesen: 

2 2

Die Größen (n • cn) n ■ x; (n ■ cn)n • y und (n • cn) n ■ t sind außer
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von <p nur von C, d. h. von ß abhängig; für v°n =  const ergeben
2_

sich für dasselbe <p stets die gleichen (n ■ cn)n • x usw. Das ist für 
tabellarisches Arbeiten besonders wichtig, wie wir gleich sehen 
werden.

c) Das quadratisch e und kubische W iderstandsgesetz. 
V orsch lag  von  de Jong

1. Machen wir in den Entwicklungen des vorigen Abschnittes 
n =  2, so wird

( 110) f* W  =  4-
sin & 
cos2 # +  !n tg ( £  +  4 )  |

Da hier für die Länge s des Flugbahnbogens

2c2 • ds =  2c2 dx 
cos #

d& 1
cos3# C — |2(#) fs (0) +  G

i [ l n { C - f , ( # ) } ]

wird, erhält man

(111 ) e 2 c , - s c  -  l 2(#)

Diese Eigenschaft ist von Bedeutung zur Auswertung der Inte
grale für x und y. E u ler(72) schlug vor, die Integrale durch Sum
mation* auszuwerten und dabei die Abszissen- bzw. Ordinaten- 
zuwachse zu ersetzen durch

A x  =  cos(& +  ^ ) - A s  =  cos (0 +  ^ )  • ^ - l n  C ^

entspr. A y =  sin (ö  +  -A s .

* Danach wäre z. B. möglich: 
x +  n  • h

J  f(x) ■ dx =  y lJ ( x ) - A x  = f [ x  + 4 )  h + / ( *  +  4 Ä) ' A

2n — 1 - \
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Die Abszissen und Ordinaten sind dann bestimmt als die Summen 
x =  Z A  x bzw. y =  Z A  y. Das entsprechende läßt sich auch 
für t herleiten. Nach diesen Grundsätzen wurden Tabellen be
rechnet von J. C. F. O tto(35). Wegen der oben bereits angedeuteten 
Ähnlichkeitseigenschaften sind 2 ca • x, 2 c2 • y, i%c2 • t für eine be-

C • V ^stimmte Erhöhung q> nur noch von C, d. h. von ——— abhängig; in
den Tabellen wurde die folgende Anordnung gewählt, die wir den 
Ottoschen Tabellen im Auszug entnommen haben.

<p =  i  5°

2ca • X c2 • V V
CD

^0 T U
y,
Xg 2 g X

0,55 0,346 0,629 50° 46' 0,810 1,486 0,276
0,60 0,386 0,643 51° 18' 0,794 1,492 0,279
0,65 0,428 0,657 51° 50' 0,779 1,498 0,282
0,70 0,471 0,673 52° 20' 0,764 1,505 0,285

Die in diesen Tabellen enthaltenen Quotienten - — ^ , — ,2g X v0 ’
T ■ j/ ^  und enthalten c2 nicht mehr, da der Faktor c2 bei 
der Bildung dieser Quotienten aus den Ausdrücken 2c2 • x, 
2  c2 • y , ^  J )° und ^ 2  c2 ■ t herausfällt.

Diese Tabellen sind noch heute im Gebrauch für Geschwindig
keiten bis 240 m/s, also vorzugsweise bei Minenwerfern. Die Er
höhungen sind bei diesen Tabellen von 5° zu 5° gestaffelt in dem 
Bereich (1  ° < 95 < 75 °). Der ballistische Beiwert c2 ist definiert 
durch

( 112) C2
Ä2 • n ■ g ■ 0,014 

P • 1,206 • d • i

2R  =  Kaliber in m; 
g =  9,81 m/s2;
P  =  Geschoßgewicht in kg; 
<5 =  Luftgewicht in kg/m3; 
i = Formfaktor (= 1 für 

Ogivalgeschosse von 
2 Kal. Abrdg.).
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Die B enutzung der Tabellen werde an folgenden Beispielen 
erläutert:

Beispiel 1. Für einen Minenwerfer seien folgende Daten bekannt: 
2 R =  8 cm; P - 7,288 kg; i =  1; ö =  1,206; v0 =  200 m/s, <p =  45°.
Gesucht werden X, T, cu, ve, ys. Es ist c2 =  0,00009467, d. h. Cz V°

9
=  0,386 und 2c2 • X  =  0,60, also X  =  3169 m. Ferner cu =  61 °18'; 

- =  0,794, also ve =  158,8 m/s; T  • J/ =  1,492, d. h. T  =  26,81 s.

Schließlich =  0,279, also j/s =  884 m.
Beispiel 2: Bei einer Erhöhung von 45° wurde mit einem leichten 

Geschütz bei einer v0 =  220 m/s die Schußweite X  =  3755 m bestimmt.
V ^Gesucht c2, T, cu, i>e, ys. Man findet 0 ^  =  0,657 und damit

2c2 • X  =  0,65, d. h. c2 =  0,00008655. Weiter bestimmt man: T  =  29,30 s; 
cu =  51 °50 '; =  171,4 m/s; ys =  1059 m.

Die Otto-Tabellen führen leider die Gipfel ab sz iss e x, nicht 
auf; daher ist die Bestim
mung des Flugbahnverlaufes 
n ich t möglich. Man kann 
aber zur gut angenäherten 
Berechnung des Verlaufes 
der Flugbahn folgenden Weg 
einschlagen:

Wir ziehen die S chm idt- M Q
sehe Parabelnäherung aus Abb. 16. Bestimmung der Gipfelweite 
(§ 6b) heran und bestim
men daraus angenähert xs durch die Beziehung (Abb. 16):

(113) c tg  cp —  ctg  CU 
2

Denn: Im Dreieck OCE  ist <£ COE =  <p, OEC = co ; OM =

0 F = x s, F S  =  y8.
Es werde bezeichnet <£fcMSF =  <ä^MCG =  ß. Aus

„ X
. n O G - O M  2 ^ ct« 9 ’ - y  

-CG “ --------2yg-------

X  =  OG +  GE =  2 ys - (ctgq> +  ctgco)und
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folgt dann durch Elimination von -— : 6 2ys

tg/S =
ctg <p — ctg tu

Schließlich ist x. ■ OM  +  M F  =  — +  ys • tg(co — cp). — Somit
ergibt sich folgende Flugbahnbestimmung mit Hilfe der O tto- 
schen<1)<35) Tafeln: In der Mündungswaagerechten sind cp, v0, X, 
ys und co bekannt, nach (113) also auch xs. Aus der Beziehung (109),
1. Gleichung, findet man für beliebige Tangentenneigungen '&l der
Flugbahn die Größe . Wählt man § 1 so, daß es die Bedin
gungen 0 < & x <cp und ül =  n ■ 5° (n =  ganze Zahl) erfüllt, dann 
können und vx als Ausgangswerte einer neuen Bahn betrachtet

werden; aus den O tto- 
sehen Tabellen be
stimmt man X v cov 
ySi und nach (113) xSi. 
Die neue Bahn liegt 
also um (ys — ys)  
„höher“ als die Aus
gangsbahn. Durch 
Wiederholung für neue 
■&„ <p erhält

man so eine Reihe von Flugbahnpunkten, durch die die Flug
bahnkurve gut angenähert wird (Abb. 17).

2. Im Falle n — 3 stellt sich die Verzögerung durch den Luft
widerstand in der Form

Ys;Usi *,Xs/ co\

/  Ys< \
/ f l  Xs X -xs ( w \

Abb. 17. Näherungskonstruktion der Flug
bahnkurve

=  c3 • v3

dar. Dann wird

(114) f 3(#) =  tg#  +  ^-tg3# .

Dieses Widerstandsgesetz, das von B ash forth (18) zur Berech
nung des gesamten Flugbahnverlaufs in geeigneter Form ver
wendet wurde, hat in E ngland besondere Bedeutung erlangt; 
wir werden es kurz schildern.

Bestimmt man in (109) die Integrationskonstante aus den
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Gipfelbedingungen (# =  0; v • cos# =  vs), so ergibt sich für das 
kubische Widerstandsgesetz das folgende System von Lösungen:

Die Bedeutung der X^. Y*, ist ohne weiteres ersichtlich; diese 
Funktionen sind von B ash forth  in Tabellenform mit dem dop
pelten Eingang (fi, ■&) niedergelegt worden. Die Einrichtung der 
Tabellen wurde dadurch erleichtert, daß die Integrale für x, y, t 
auf e llip tisch e  Integrale führten, für die bereits die L egen dre
schen Tafeln vorlagen(73,(74).

In diesem Gesetz ist der Beiwert c3 definiert durch

C3
i?2 • n ■ 6 • i- g 

P ■ 1,206

Hierin ist x  ein mit der Geschwindigkeit veränderlicher Zahlen
faktor, der folgende Werte hat:

50 <  v <  330 m/s 
330 <  v <  375 m/s 
375 <  v <  419 m/s 
419 < v <  460 m/s

k =  6 • 10-5
x =  8,4 • IO-5  
k =  9,4 • 10-5 
x  =  9 • IO-5 usw.
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Der G ebrauch der Tafeln von B ash forth (18) vollzieht sich 
folgendermaßen: Nach Berechnung von c3 bestimmt sich v3 und 
damit (JL. Dann findet man in den Tabellen X* usw., aus denen sich 
x, y, t ergeben. Will man insbesondere die Schußweite bestimmen, 
so muß zunächst aus der Beziehung

Y ’p — Y~* =  0 o o u

der Endneigungswinkel (— •&) bestimmt werden. Für die Gipfel
elemente speziell ist -& =  0.

Schwieriger gestaltet sich die Bestimmung der Bahn, wenn nur 
v0, X  und <p bekannt sind. Man muß dann zunächst c3 schätzen und 
so durch Probieren den richtigen c3-Wert ermitteln. Ist auch die 
Flugzeit T gemessen, dann hat man einen guten Anhalt an der 

. X . .Beziehung v, =  , die mit guter Annäherung aus dem luftleeren
Kaum übertragen werden kann.

v 8571
[In der Musterbahn ist =  — =  202,5 (richtig ist vs =  200)].

'T 42,32
Auf ein numerisches Beispiel zu diesem Verfahren verzichten 

wir, da die Tafeln von B asforth  meist doch nicht zur Hand sein 
werden. Die ausführliche Darstellung dieses Verfahrens erfolgte 
auch hauptsächlich als B eisp iel einer ra tion ellen  T a bellen 
form , die nicht nur Endelemente, sondern auch Zwischenpunkte 
der Bahn zu berechnen gestattet. Diese Forderung war bei den 
Ottoschen Tafeln n icht erfüllt.

3. In neuerer Zeit ist von J. de Jong(56) vorgeschlagen worden, 
auch das lineare Widerstandsgesetz zu benutzen, das wir schon 
in Abschnitt (§ 6b) in den Formeln (78) dargestellt haben. Da die 
Verzögerung durch den Luftwiderstand hier die Form

91 =  Cj • v

hat, ist in (78) ipy durch cx zu ersetzen. Die Berechnung der Bahn 
denkt sich de Jong in kleinen B ogen stü cken  durchgeführt, bei 
denen sich cx von Bogen zu Bogen ändert. Nach einer vorläufigen 
Rechnung mit den Anfangswerten, d. h.

. Ci =  c.«50 -v0 •£■(»„■



§ 14t d. Integrable Fälle bei Luftgewichtsabnahme 113

wird ungefähr die Stelle bestimmt, an der v0 um etwa 20 m/s ge
sunken ist. Dann wird die Rechnung wiederholt mit einem neuen 
Wert

^  =  c • ö ( y m) - v n - K [ v m - j /

wo die mit dem Index m versehenen Größen die Mittelwerte aus 
Anfangs- und Endwert auf dem betreffenden Bogenstück bedeuten. 
Die End werte des ersten Bogens werden dann als A nfangs werte 
des zweiten betrachtet, für den die Rechnung in der entsprechenden 
Weise durchgeführt wird. Durch Summation über die einzelnen 
Intervalle kommt man so zum Gesamtverlauf der Flugbahn. Bei 
der Unterteilung der Bahn in die einzelnen Bogenstücke kann nach 
de Jong verhältnismäßig großzügig verfahren werden, wie es ja 
auch das im Anschluß an die Formeln (78) durchgerechnete Bei
spiel zeigte.

d) In tegra b le  Fälle bei B erü cksich tigu n g  der 
L u ftgew ichtsabn ah m e

Die bisher betrachteten Fälle bezogen sich nur auf konstantes 
Luftgewicht und konstante Temperatur. Es ist nun bisher noch 
n ich t gelungen, für den Fall verän derlich er Atmosphäre eine 
allgemeine, der bereits besprochenen Drachschen Integrations
theorie ähnliche zu entwickeln. Es zeigt sich, daß schon die An
nahme

9i  =  c - ö ( y ) - f ( v )

für die Verzögerung durch den Luftwiderstand auf erheblich 
größere mathematische Schwierigkeiten stößt. Es ist zwar ver
sucht worden, dies Problem einer allgemeinen Behandlung zu
gänglich zu machen. Hier sind besonders zu nennen die Arbeiten 
von S tefan o(76>, der zwei gleich zu behandelnde Spezialfälle unter 
einheitlichen Gesichtspunkten betrachtet, und ein Vorschlag von 
C avalli(76), auf den wir an anderer Stelle zurückkommen.

Stefano ist es gelungen, die folgenden beiden Formen für die 
Verzögerung durch den Luftwiderstand auf Quadraturen zurück
zuführen:

1. 31 =  c • ö(y) • f(v) =  c2 • (1 +  k • y ) -1 • v 2;

2. I3l =  c - d ( y ) -  f(v) =  Cl - e - k-v ■ v.
Athen, Ballistik 8
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Wir wollen für beide die allgemeinen Ableitungen durchführen.

1. Fall: 91 =  c2 • (1 +  k • y) ■ v2.

Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier
dlv ■ cos#) c, 1 „ dy v2 , n

~= —  • ----- ® ; -jw- -------------- tgw usw.g 1 + Je-y ’ d& g &d»

Es liegt also ein simultanes System in (v, y, $) vor. Es ergibt sich 

'T5' • cos ^ — v - sin ■& =  — -- °2 ---- - • d3;

y ' =  * 1 .  =  2
d&2 d& '

dv 1 L 1
d& v 1 sin 2#

also

(116) y"  =  2y ’ . *8 ^ + C«
sin2# p - ( l - | - ^ - y) coä#

Die Substitution rj =  führt auf die folgenden Entwick
lungen:

Aus 2/'---- ^  ~  JT̂ j erS^f sich

4 • »  =  < V ~  1 ° der T+kT-y

(
p J *

also

*

k -y'  =  j - 4  71 =  i [ i  +  t-y];

f  ̂
=  * ■ (l -> 7 ')  =  ^ - ( ! + * ■ » ) - ( 1 - 1 ? ' )

Aus tgtf folgt 00gtf. (1̂ + jfc. y)
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Somit erhält man schließlich mit (116)

(117) =  _  2« • dß 1 t g ß  + 1
sin2d +

2c2 -|- k - sin# 
k • sind

Das ist eine lineare Differentialgleichung in r\ und ß, deren Integral 
sofort angegeben werden kann(x); wir werden diese Differential
gleichung aber noch umformen, da in dieser Gleichung sin ß  im 
Nenner vorkommt, was im Gipfel (ß =  0) den Integranden oo 
macht. Vorher leiten wir die Beziehung für v ab. Aus

dv
IW t g ß + f -

v*
(1 -f- k ■ y) ■ cosd

folgt unmittelbar
dv
dW~~V ' tg ß  ■ k]-1] ■ sind

Auch hier tritt sin ß  im Nenner auf. — Man erkennt leicht, daß das 
Produkt

£ =  rj • sin 1 A-k-y
k ■ v'1 „— -tgd

sin ß  =  — (1 -\-k ■ y) • cosß -g 
k ■ v“

auch im Gipfel endlich bleibt. Führen wir daher £ =  rj • sin ß  als 
neue Veränderliche ein, so erhalten wir

(118) dl _
id 3 £ -tg # 2c2 +  fc-sind 

— k 1
dv
dß

Das sind lineare Differentialgleichungen'^*, deren Integrale be
kannt sind. Hat man zunächst £ gefunden, dann ergibt sich 
damit durch eine zweite Quadratur v als Funktion von ß:

(118a)

t _ g — 2 c2 k ■ sin d  ̂3 £ tg & • d & ^
* * IJ k _  ‘ '

-f- Int.-Konst.

v =  [Int.-Konst.] • e ! ( tg* *•{) d*

8»
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Die Auswertung dieser Integrale ist gesch lossen  möglich. Da
gegen werden die nunmehr quadrierbaren Funktionen

x = -----— ■  ̂v2 • d{}; y = ---- — • ft ;2-tg •&•<!•&•,
9 J 9 J

v <p

, 1 C
g J  cos#

9
nur numerisch auswertbar. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daß 
die bfeschriebene Methode einmal für Teilbögenberechnungen von 
Wert werden kann, wenn die auf tretenden Integrale in Tabellen
form niedergelegt werden.

2. Fall: =  Cj • e- * ' v • v.

Wir schreiben hier die Differentialgleichungen der Bewegung in der 
Form

d 2 x  

d t * : - 9 -
-k  • v ■• e v -y .

Hier läßt die zweite Gleichung sofort eine erste Integration zu, 
wenn wir schreiben

oder integriert

y — v0 -amtp =  — g - t  +  -^--(e h' v — \).

Dies kann umgeformt werden in

_d _

d t
(eh' y) = e k  ■ y (k • v0 • sin cp — Cj — k • g • t) -\~ c1.

Das ist eine lineare Differentialgleichung (x) für ek'V; ihre Lösung 
lautet

(119)
ß k ■ y  _  ^ ( k - V v - s l n t p - C t - k  ■ g  - t )  - d t

• jCl • J (e‘ + «'• • « . dt + const j
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Damit ist e~k'v als Funktion von t bekannt und kann in die Diffe
rentialgleichung für x eingesetzt werden. Folglich bestimmt sich 
x durch eine zweimalige Quadratur. Die auftretenden Integrale 
sind geschlossen n ich t auswertbar; vielmehr können sie nur 
num erisch berechnet werden. Das beeinträchtigt allerdings die 
Verwendbarkeit dieses Gesetzes; es ist aber auch hier durchaus 
möglich, daß eine tabellarische Darstellung der Integrale von 
Nutzen sein kann für Teilbögenberechnungen in der Art des 
Vorschlages von de Jong für das lineare Widerstandsgesetz ohne 
Berücksichtigung der kontinuierlichen Luftgewichtsabnahme; bei 
dem Verfahren von de Jong könnte auf diese Weise die Wieder
holung der Rechnung erspart werden.

§ 15. Bestimmung der ballistischen Integrale 
aus einer angenäherten Hauptgleichung

a) A llgem einer Fall

Wie wir schon des öfteren gesehen haben, reduziert sich die 
Lösung des außenballistischen Problems auf die Lösung der Hodo- 
graphengleichung, vorausgesetzt, daß konstante Temperatur und 
konstantes Luftgewicht angenommen werden. Es ist daher nicht 
verwunderlich, daß das Hauptbestreben der Ballistiker darauf ge
richtet war, diese Gleichung einer Lösung zugänglich zu machen. 
Die im vorhergehenden behandelten Fälle von Potenzgesetzen für 
den Luftwiderstand waren nur Sonderfälle dieses allgemeinen 
Problems, das in dieser Form für v($) geschlossen integrierbar 
war und für die übrigen Elemente auf Quadraturen führte. Das ist 
für ein Widerstandsgesetz in allgemeiner Form nicht mehr möglich. 
Die Ballistiker waren daher schon zufrieden mit einer angenäherten 
Lösung, die wenigstens auf Quadraturen führte. Da nun die Hodo- 
graphengleichung auch in der bereits vereinfachten Gestalt (47) 
nicht allgemein auf Quadraturen führt, war es das Bestreben der 
mathematischen Ballistik, diese Gleichung durch Näherungs
annahmen so zu verändern, daß sie auf Quadraturen zurückgeführt 
werden kann. Allgemein bekannt wurden die Methoden von 
S iacci, D id ion , Charbonnier u. a. Wir wollen ihre Lösungen 
vom allgemeinen Standpunkt aus untersuchen und durch Speziali
sierung darstellen.



118 Kap. IV. Analytische Methoden

Die Hodographengleichung kann mit der neuen Bezeichnung 
w =  v • cos & geschrieben werden, wenn noch zur Vereinfachung 
c • ö durch c* ersetzt wird:

<120>
19________

c* v f(v) c* F l— \ ’\cos&)

wo F ( w \ =  — . f  ( w \ 
\cos&) coad \cos#/ ’

Wir führen hier die neuen, vorerst nicht näher definierten Ver
änderlichen und Bezeichnungen

9

£{&) =  • dfi; cos#  =  % fy(#)]

ein; damit geht die Hodographengleichung über in

(120a) d$ _  g_ tfi 
dw c*

Mit dieser Differentialgleichung nehmen wir folgende verallgemei
nernde Veränderung vor: Aus rein form alen  Gründen werden 
drei Konstanten a, b, A2 eingeführt; die Hodographengleichung 
werde dann so geschrieben:

( 121)

d£   g a-f-A2 • (y> — a)
dw c* w

b +  *?(x — b)

Man erkennt zunächst, daß für A2 =  1 wieder die alte Hodo
graphengleichung (120a) entsteht. Für a, b, A2 werden nun die 
einschränkenden Bestimmungen gefordert, daß erstens A2 <; 1 
bleibt und zweitens, daß a und b so gewählt werden, daß (yi — a) 
und (x — b) durchweg ihrem Betrage nach möglichst klein wer
den; das ist z. B. schon erfüllt, wenn a und b Mittelwerte von ip 
bzw. x  im ̂ betrachteten Gebiet sind. Bezüglich yi und x  nehmen 
wir noch an, daß sie so gewählt seien, daß (y> — a) und (x — b) 
als Potenzen von f  darstellbar sind. Wenn also diese Bedingungen 
erfüllt sind, dann ist die rechte Seite von (121) eine holomorphe
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Funktion von w, f ,  A2 und nach dem Satz von Poincare<vnl) 
kann folglich die Lösung in der Form

S =  fo(«) +  a2 ■ fi(») +  • • • =  ZA2" • l»(®>

geschrieben werden. Setzt man in dieser Entwicklung A2 =  1, so 
entsteht die Lösung der Hodographengleichung als eine unendliche 
Summe von Funktionen. Die K on vergen z frage solcher und ähn
licher Reihen ist eingehend von P o p o ff (17) untersucht worden; 
wir wollen die Konvergenz der Entwicklung (122) als gegeben hin
nehmen; näheres lese man bei P o p o ff (17) nach. — Wir gehen jetzt 
zur Ermittlung der Funktionen <f>n{w) über. Nach dem Satz von 
Poincare dürfen wir den Ansatz machen

£ =  £„ +  A2 • +  A4 • f 2 +  • • • =  Z ’A2" • |„(w)

und infolgedessen

V  =  Wo +  A2 ' Wi H------- =  ZA2" • y>n (w)

und x  =  X o+  A2'A:i H------=  ZA2" •%„(«>).

Dies in (121) eingeführt, ergibt

d£o ■ J2 | _  9
dio ' A * dw ' c* '

a -|- A2 • [— a -f- y>p -f- A2 -f- • • •]
F

& +  A M - 6  +  * 0 +  A2 . * !  +  •••).

® A2 • (Vo —  a) ^  ' Wi * * *_______
1

Den Bruch in F

l +  A2- ( - | l - l )  +  A‘ . ^ - + .  

entwickeln wir:

---------------------------\---------------------------«  l - A 2- ( ^ - l ) - A 4 - ^  —  . .

Weiter kann man auch F  • -H-j nach dem T a y lor sehen SatztvR
in eine Reihe entwickeln; man erhält
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Führt man schließlich noch die Abkürzung • — -—- =  N

' ( ? )
ein, so folgt für die entwickelte verallgemeinerte Hodographen- 
gleichung

4—  -f- A2 • ~  +  • • •dw dw

9 t a H~ * (Wo — ~M 4 ' Vi ~l—  1
C*  * 1 32 I X *  l\ * F f W,\ '

Multipliziert man beide Seiten mit dem Nenner des die Potenzen 
von X2 enthaltenden Bruches der rechten Seite, so folgen für 
i 0, £lt . . . bei Trennung nach gleichen Potenzen von X2 die Diffe
rentialgleichungen

In diesem System findet man zunächst als Funktion von w 
durch Quadratur; dann ergeben sich aus f 0 sofort ipa und %0, wo
mit auch £1 als Funktion von w durch Quadratur bestimmt ist. 
Man erkennt, daß allgemein nur von w, a, b, y 0 bis ipn- i ,  %0 bis
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X n -i ’ io bis in -1  und den ersten n-Ableitungen von a^'
hängt, also ebenfalls durch Quadraturen bestimmbar ist.

Nun ist
dx
1 ¥

oder, da
cos# =  y(w), d. b. d'& =

(123a) dx =

Ähnlich findet man
4/l2 y f

(123b) dy =  - - ’ Y m

V» _ IC2 1

9 g cos2 & :

d& = sin tr
_  w*

9 z2- V i - z 2

dw\ d t = W ■ a 
9 Z2'

Z »
Vl —X2(ie)

: dw:

:■ dw.
X

In den Gleichungen (123 a und b) kann man nun £ (w) durch seine 
Entwicklung % (w) =  %0(w) +  Az • Xi(w) +  ■ • ■ und entsprechend 
x, y und t durch ihre Entwicklungen

x =  x0 (w) +  A2 • x1 (w) +  • • • =  X X 2n • xn (w);
V =  Vo (w) +  A2 • Vi (w) H---------- 2 U 2” • yn (w);
t =  t0 (w) +  A2 v tx (w) +  ■ • • =  .Z’A2” • tn (w)

ersetzen. Trennt man auch hier wieder durch Koeffizientenver
gleich nach gleichen Potenzen von A2, so folgt

(124)

d x0 w2 Xo
dw 9 Zo2 ■ V 1 -  Zo2 ’
d x2 
dw = 1 Zi' 

1 Zo'
- 2  * -  +  

Zo
Zo’ Zi ) 
1 -  Zo21

dx 0- 
dw ’

dy0 u>2 Zo' .
dw 9 Zo3 ’
dyi ! xi - 3  * } .

Zo f
dya.

dw 1 Xo dw ’
dt0 w Zo'
dw 9 Zo2 • V1 — Zo2 ’
dt̂ 1 Zi' — 2 —  +  

Zo
Zo ■ Zi 1 dt0

dw \ Xo 1 -Z o 2 1 dw ‘
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Die x0, xv • • ■ xn sind also nacheinander quadrierbar. Das gleiche 
gilt für die yn und tn. Das gesamte außenballistische Problem ist 
somit auf Quadraturen zurückgeführt. Die Entwicklungen führen 
zu unendlichen Potenzreihen in A2, die für A2 =  1 die Lösung des 
Problems darstellen. Es ist natürlich an sich nicht nötig, auch 
x, y, t in die Entwicklungen

x = X \ 2n- x n, y =  Z l 2n. y n- t ^ Z X 2n.tn

zu zerlegen, da ja die y0, %v ■ ■ ■ bereits bekannt sind und folglich 
% — 2 7 /2n ■ y n direkt in(123a)und(123b) eingesetzt werden kann.— 
Es ist eine Frage der Konvergenz dieser Reihen und weiter auch 
eine Frage der Praxis, mit wieviel Gliedern der Entwicklung man 
auskommt. Damit die Operationen bei praktischen Berechnungen 
nicht zu umfangreich werden, müssen die ersten oder höchstens 
die ersten beiden Glieder dieser Reihen genügen. Die verschiedenen 
Verfahren, die im Nachstehenden besprochen werden, unter
scheiden sich gru n d sätz lich  n ich t mehr voneinander; ihre 
Verschiedenheiten liegen vielmehr in der Wahl der Funktion £($) 
und der Konstanten a und b.

b) D ie Lösung von  S iacci

Die von S iacci177' durchgeführte Lösung des außenballistischen 
Hauptproblems beschränkt sich auf die Verwendung des ersten 
Gliedes der im vorstehenden aufgeführten Reihenentwicklungen. 
Die Integration des Hodographen wird also mittels der Differen
tialgleichung

durchgeführt. S iacci trat erstmalig mit dieser Lösung 1880 vor 
die Öffentlichkeit; das zugrunde gelegte Widerstandsgesetz war das 
Zonenpotengesetz von M ayew ski (s. S. 32/33); die Konstanten a 
und b wurden in dem verbesserten Lösungsverfahren S iacci II 
(1888) zweckmäßiger festgelegt, und im Näherungsverfahren 
S iacci III (1896) wurde statt der Zonenpotenzgesetze das ein
heitliche Luftwiderstandsgesetz von S iacci (s. S. 19 u. 31, sowie 
im Tabellenanhang) benutzt. Eine Verschärfung dieser letzten
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Methoden ist von V a llier(78) bezüglich der Bestimmung der 
Konstanten a und b vorgenommen worden.

Wir werden hier das Lösungsverfahren S iacci III darstellen, da 
es im Prinzip den ersten beiden Verfahren gleich ist und für die 
Praxis die größere Bedeutung gewonnen hat. — Siacci wählt in 
seinem Verfahren

| =  tgtf, d. h. v =  -JL^ =  1 + P  und £ =  cos#
1

) T + ?

Weiter nimmt er für b den Wert b =  cos cp und schreibt

w _ v ■ cos# _
b cosqi '

Damit geht die Hodographengleichung dann über in

d(t g # )_ g a-coscp _ g __1_ _1
du c* u-f(u) c* ß-cos2<p u -f (u )'

wo ß  =
1

a ■ cos3 q>'

ß spielt hier die Rolle eines A u sg le ich fak tors , der die Vernach
lässigung der Reihenglieder höherer Ordnung kompensieren soll. 
Ein Vergleich von (125) mit (120a) läßt in der Tat erkennen, daß
a und b als Mittelwerte von w =  — bzw.  y =  cos #  zu deuten
sind. Man überzeugt sich andererseits leicht, daß die Hodographen
gleichung in der Form von S iacci dadurch entstanden zu denken 
ist, daß nacheinander folgende Näherungsannahmen gemacht 
werden

„ ,, , n ,1 v ■ cos# \ Q , /i #  • f(v) =  cos §  • /  -------5—i «k a • cos ir • / 1\ cos# / \
,/v ■ cos

/ V • cos# \
•----------- !
\ COS <P I

’ ß - cos2q> •/!-  ' \ cos cp -}■

Hier wird die Ausgleichsrolle von ß  vielleicht noch deutlicher.
Für ß wird nun eine Abschätzung gemacht, die einen Mittelwert 

ß m von ß, das ja theoretisch für die gesamte Bahn n ich t konstant 
sein kann, zu berechnen gestattet. Ist nämlich das Luftgewicht
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eine Funktion der Höhe [d (?/)], so ist in der Hodographengleichung 
von S iacci gesetzt

c • ö(y) • f(v) • cos#  =  c* • f(u) • ß • cos 2<p =  c • d0 • f(u) • ß • cos 2q>.

Das gibt für ß  die Gleichung

g _ d(y) _ f (v ) »cos#
' <50 f(u)-coa2<p '

In dieser Formel wird zunächst d(y) durch einen konstanten 
Mittelwert <5m =  d(ym) ersetzt, wo y m etwa \  bis der Gipfelhöhe 
der Flugbahn beträgt. ßm kann dann durch die Forderung be
stimmt werden, daß etwa die „Fehlersumme“

dm f f  f(v) ■ cos# 
d0 J L f(u) ■ cos2 y ' • e(#) ■ d& =  0

wird. Hierin bedeutet e(d) eine geeignete „Gewichtsfunktion“ , die 
die Aufgabe hat, die Fehler der vom Anfangspunkt entfernteren 
Flugbahnpunkte stärker ins Gewicht fallen zu lassen. Das ist z. B. 
der Fall, wenn nach einem Vorschlag von VahlenW

e(#) = (tgp — tgfl)2 
cos2#

gewählt wird. Ersetzt man schließlich noch v durch einen kon
stanten Mittelwert vv  so wird das Fehlerintegral quadrierbar. Was 
die Größe von vx anbetrifft, so wählt S iacci sie so, daß sich im 
luftleeren Raum mit der gleichen Erhöhung <p dieselbe Schußweite 
X  wie im lufterfüllten Raum ergibt, d. h. so, daß

vi t  sin29>

wird. Die Ausführung des Fehlerintegrals übergehen wir. — 
S iacci wählte eine etwas andere Gewichtsfunktion, nämlich

£(#) = t g y  +  t g # \»
, cos# / ’

bei welcher also die Punkte in der Umgebung #  =  — q> am 
wenigsten ins Gewicht fallen. Es ergibt sich damit schließlich 
für ß  eine Tabelle mit dem doppelten Eingang cp und X ; diese
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ß-W erte müssen nach dem obigen dann noch mit dem Mittelwert
t

-~p~ des Luftgewichts multipliziert werden. Die /J-Tafeln von 
°° . . . .S iacci werden im folgenden im Auszug wiedergegeben. Man er

kennt, daß sich ß  nur wenig von 1 unterscheidet. Um den Ein
gangswert X  der /S-Tabellen zu bestimmen, kann also in 1. An
näherung ß =  1 gewählt werden. Mit dem so berechneten X  kann 
dann ß genauer aus den Tabellen bestimmt werden.

Tafel der ß-Werte von Siacci

\ a 1000 2000 3000 4000 5000
9>\

10° 1,00 1,00 0,98 0,98 0,99
20° 1,03 1,02 1,01 1,01 0,98
30° 1,06 1,06 1,06 1,06 1,05
40° 1,13 1,12 1,12 1,11 1,11

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Flugbahnelemente über. 
Das Integral der Hodographengleichung lautet

Ferner ist

tg #  — tg 99 ____ 9______|* du
c**j?*cos2g? J  u>f(u)' 

V«

dx =  — - . d & = — ^ ^ . M2.d(tg i?)
g 9

dy =  — tg& • d& =  t g §  • dx

1 u ■du_ 
c* -ß ' f(u) ’

(126) =  tg (p • d x + 9 J du 
u ■f(i

dt =  — —

C * - ß - C O B s <p J U - f ( u )
u.

d &  14 • cos q>

•i

<7 cos# d (tg #)

1
c* . ß

u ■ du j
7 w \ ’

_ 1 du
~~ c*-ß-coaq> f(u)~

x, y, t können nunmehr durch Quadratur bestimmt werden. Für
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die tabellarisch festzulegenden Integrale führt S iacci die folgenden 
Abkürzungen ein:

(127)

u • du

A(u) =  -
/ ( “ )

Die untere Integrationsgrenze kann willkürlich festgelegt werden; 
Sia c c i z.B. wählt u0 =  1200. Damit erhält man, da un=  v° coa<P =  v

U U COS (p u
ist, das folgende Lösungssystem

(128)

a; =  c ' . [ D ( M) —  D ( v 0) ] ;

’  —  ~̂ J 1W I ;

tg #  =  tg^) ■ 2 oos* <p [J(u) — J  (»„)].

. . 1 c*In diesen Formeln ist c' =  —— gesetzt worden; c =  — hat dabeic* ■ p o0
die auf S. 32 gegebene Definition.

Die Funktionen J{u), D(u), T(u), A(u) hat S iacci berechnet 
und in Tabellenform niedergelegt. Später hat Fasella (39) balli
stische Tafeln mit doppeltem Eingang herausgebracht, in denen
-p- und v0 als Eingangswerte und folgende Bezeichnungen eingeführt 
sind:

D(u) — D(v0) =  f0; A(u) —  A ( v 0) 
D(u) —  !> («„) <7K>) =  / ;

J(u) A[u) —  A ( v 0) 
D(u) —  D {v0)

T’ (w) T(v0) — /3;

J{u) — J{vQ) =  ti .
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Dann ist:

(129a)
y =  x-tgcp • /  =  *• tg99•

t = cos <p ■f3; tg#  =  tg9?- c'
2 cos2 9; /*•

f ( x )  1 -
/ ( * ) ] ’

und speziell in der Mündungswaagerechten (y =  0):

(129b) sin2 ?>
c' / ;

sin 2 cp_ ( tg co__ .
h ’

Mit Hilfe der Fasella-Tafeln lassen sieb alle Flugbahnaufgaben 
schnell erledigen.

Funktionen von Siacci*

D(u) J(u) A (u ) T (u) u

4500 0,18395 551,602 4,728 580,1
5000 0,21878 651,784 5,669 487,6
5500 0,26799 772,78 6,788 411,3
6000 0,33606 922,92 8,104 353,1
6500 0,42552 1112,42 9,613 313,1
7000 0,53517 1351,81 11,285 287,3
7500 0,66264 1650,53 13,087 268,1
8000 0,80835 2017,49 15,015 251,3
9000 1,16171 2995,12 19,256 221,5

Beispiel 1. Gegeben c' =  0,8; cp =  45°; v0 =  353,1 m/s. Man findet für 

u =  268,1: # =  36,45°; x =  1200 m; t =  5,64 s; y =  1057 m; 
u • cos cp

v =  ---------  =  235,7 m/s.cos#

Beispiel 2. (F a se lla -T a fe in ): Gegeben X  =  4000 m; v0 =  250 m/s;
<p =  45°. Man erhält: f 1 =  _  0,00025; daraus p - =  5080, also
c ' =  0,7874. Weiter f 3 =  28,27, d. h. T — 31,48 s; / a =  1,507, also 
co -  56,43°.

* Vgl. dazu auch die Zahlentafeln im Anhang.
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Zwischenpunkte der Bahn können, wie in Beispiel 1 geschildert, 
bestimmt werden.

Es leuchtet ein, daß die Lösung von S iacci nur für Flugbahnen 
mit geringen Erhöhungen, d. h. für „F lach bah n en “  (99 <  45°) 
Verwendung finden kann. Bei steileren Bahnen (<p >  45°) wird die 
Bestimmung von ß als Mittelwert hauptsächlich der Bahnneigung 
$  zu ungenau. Daß das Verfahren von S iacci trotzdem eine so 
weite Verbreitung gefunden hat, liegt einmal an der bequemen 
Benutzung der tabulierten Funktionen J  ( « ) ,  D ( u )  usw. bzw. der 
Fasella-Tafeln, zum anderen aber auch an seiner guten Brauch
barkeit bei ausgesprochenen Flachbahnen mit sehr geringen Flug
höhen, also heutzutage etwa zur Bestimmung der rasanten Flug
bahnen für Panzerabwehrwaffen, deren Erhöhungen im allgemeinen 
über 5° nicht hinausgehen.

c) D ie M ittelw ertbestim m ung von  V allier

In etwas andererWeise als S iacci hat V allier die Bestimmung 
des /3-Wertes vorgenommen. Die grundsätzlichen Entwicklungen 
bezüglich des Hodographen unterscheiden sich n icht von den 
vorangehenden. Allerdings benutzt V a llier178* nicht das einheit
liche Luftwiderstandsgesetz von S iacci, sondern das in (§ lc )  
angegebene Gesetz von C h ap e l-V a llier-S ch ev e -H oje l. Die 
Bestimmung von ß  führt er so durch:

Entwickelt man eine Funktion y =  f(x) in eine Taylorreihe, 
so ergibt sich, wenn das Restglied in Integralform geschrieben wird,

y= no)+ n o) • * + 1  n ° )  • *2 +  rf ■ nt)  • # ,
0

wobei y und x wie immer die Bedeutung der Flugbahnordinate 
bzw. -abszisse haben. Mit Benutzung der zu Anfang des § 9 
gegebenen Formeln erhält man also

(130) y =  x-tg<p- g ■ x1
2 t)0a ■ cos*?)

Für <5(y) wählt Val lier ä(y) =  d0 • (1 — 0,00011 y). Wird unter 
dem Integral c • d(y) • f(v) durch c • <50 ■ f(u) • ß • cos297 ersetzt, so 
erhält man als Fehler in y
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( c - 6(y )7 ( p) — ci ' V / W l Jt
‘  \ « *  - C O S 3 #  1

w o cx =  C • ß • COS2 (p .
F ür die M ündungsw aagerechte speziell soll x  =  X  u n d  y  =  0, 

d . h. £ =  0  sein. V a l l i e r  n im m t nun näherungsw eise an, daß

c -d (y)-f(v)  —  c1-ö0- f ( u ) ____ . x
v4 ■ cos3#  0 1 X

ist, also linear m it x  verlä u ft ; dabei sind a0 und  ax K onstanten , 
d ie aus den  B edingungen  x  =  0 und  x  == x s erm itte lt w erden . a0 
ist also für x  =  0  gegeb en  d u rch

®o — c ■ V / K )
u04 • cos3 <p [1 —  ß ■ co s3 93] ,

w ährend a1 erst nach  einer v orläu figen  K echnung, etw a m it 
ß =  1 , aus den  G ipfelw erten  bestim m t w erden  kann. D a b e i m acht 
übrigens V a l l i e r  d ie n i c h t  u n b e d i n g t  n ötige  A nnahm e,

daß  =  0 ,55 als genügend genau bestim m t sei. F ü h rt m an also
A

ao +  ° i  • das F eh lerintegral ein, so fo lg t  nach  A usführung
A

der In tegra tion

(131) s (X ) =  g - X 3 -
T 12

d. h. 4 a 0 +  =  0 ,

da ja  e =  0  w erden  soll. 
D a  nun a0 und  ax durch

«0 =

u nd a, =  —
*

C - ä g f M  — • ä0 •/(«„)
«o4 ■ cos3 <p

c •<%»)•/+») — C f V / K )

bestim m t sind, erhält m an aus (131) so fort eine B eziehung fü r ß; 
diese lautet ausführlich  h ingeschrieben

(132)
=  6

ß-

f M
v04

6 / k i  +  5 / w
»04 cos*9>

1 + 5 = ^ . ( 1 - 0 , 0 0 0 1 1  ^ ) .cos%<p
Athen, Ballistik 0
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V a h l e n (4) h at m it R e ch t darauf h ingew iesen, daß dieses V er
fahren  n ich t u n b ed in gt zu konvergieren  brau cht, d. h. daß nach  
jed er  neuen B estim m ung der G ipfelw erte zw ecks B erechnung v o n  
a0 u n d  Oj das E ndergebnis n ich t n otw endig  verbessert w erden  m uß. 
Im  ü brigen  hat auch  eine genaue B estim m ung der S chußw eite X  
n ich t auch  die g leich  genaue B estim m ung der übrigen  F lu gb ah n 
elem ente zur F olge. V ielm ehr m ü ßte e igentlich  ß für jed en  B a h n 
p u n k t und daneben  n och  fü r jed es B ahnelem ent gesondert b e 
rech net w erden. M an erkennt das le ich t, in dem  m an die g leiche 
E n tw ick lu n g , d ie soeben  für X  durch gefü hrt w urde, etw a fü r d ie 
F lu gzeit T  anstellt. C r a n z (1) h a t übrigens dieses V erfahren  n um e
risch an genau  festgelegten  „N orm a lb a h n en “  gep rü ft und teilw eise 
erhebliche A bw eich un gen  v o n  den  w ahren  W erten  festgestellt*.

d ) D ie  L ö s u n g e n  C h a r b o n n i e r s

1. In  d em  System  (122) setzen  w ir 6 =  1, —  =  e ' und zur E r 

reichung einheitlicher B ezeichnungen  m it den  E ntw ick lungen  zum  
V erfahren  v o n  S i a c c i  w =  u. D an n  ist m it £ =  t g #  w egen

N(u) =  STTÖÖ • 7HT[tt •/(u)] =  “  • t S ?  +  1 =  B(tt) +  1:

d(tg#i)
du

d(tgflp) =  _ _ 1
du y u -f(u )

d( tg fl0) 
du —  1 +  (n +  1) • (cos —  1) . a

—  ist be i k l e i n e n  & n ich t w esentlich  v o n  — ^  versch ieden , da a a cos-* J7

ein M ittelw ert v o n  yj0 =  3 sein m uß, w ie der V ergleich  v o n
COS V g

(120a ) m it (125) zeigt. In  den  allgem einen E ntw ick lungen  w ar dar
ge legt w orden , daß  w ir fü r das ballistische P rob lem  A2 =  1 zu 
setzen  haben . B eschränken  wir uns m it C h a r b o n n i e r  also au f die 
ersten beiden  G lieder der R eihen entw ick lu n g, setzen  w ir also 
tg  ft =  tg  i?0 +  tg  i ? ! , so fo lg t

(133) < W )  ^ „ . g .  1
du y u ■f(u ) - ± _  +  ( n +  l ) . ( c o s t f - l )  .

* Immerhin liefert dieses Verfahren gegenüber vielen anderen noch die 
genauesten Werte.
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C barbonn ier(10~13) setzt nun voraus, daß n(u) vom Abgangs
punkt bis zum Endpunkt durch einen konstanten Wert zu er
setzen sei, was natürlich allgemein nur für die Potenzgesetze gilt; 
außerdem wird cos §  durch die ersten Glieder seiner Reihen
entwicklung

cos $  =  1 — -b $ 2 'I-------- •

ersetzt. Dann entsteht

(133a) WS#) =  q . ö’ . 1
du “ u-f(u) •02 .

Am Anfang der Bahn hat die eckige Klammer den Wert

1

im Gipfel den Wert 1; ein mittlerer Wert für den aufsteigenden
. w(«o)— 1 . fp2Ast ist also ; entsprechend ist der Mittelwert

für den absteigenden Ast 1 — n(va) — 1 . Nun war c' =  ,er
w o » «  c-g2 - gesetzt werden kann. Ein Vergleich mit den Formeln
von S iacci zeigt also, daß C harbonnier für den auf- und ab
steigenden Ast getrennte /?-Werte benutzt, nämlich

ß1 =  ---------- ?-----------« 1 |  ” ° * • q>2 fürdenaufsteigenden Ast;
4

ß2 — --------------- -------sk 1 -j- n° * •cu2 für den absteigenden Ast.
, no — 1 • 4

Es wird dem Leser inzwischen aufgefallen sein, daß der 
w esentliche Punkt der besprochenen Näherungsmethoden die 
Bestimmung des /3-Wertes ist. Weiter zeigt sich, daß je nach der 
Art der willkürlich getroffenen Näherungsannahmen Ausdrücke 
für ß entstehen, die untereinander qualitativ und quantitativ 
außerordentlich verschieden sind. Glücklicherweise spielt der ß- 
Wert insofern für die Praxis keine so große Rolle, als der praktische 
Ballistiker seine /S-Werte meist rückwärts aus einigen Schieß-

9'
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Versuchsergebnissen bestimmt und für dazwischenliegende Er
höhungen interpoliert.

2. Eine weitere Verschärfung seines Verfahrens erhofft Char- 
bonn ier(1°-13) durch Verwendung der Formel (133) ohne die im 
Anschluß daran beschriebenen weitgehenden Vernachlässigungen. 
Den in (133) vorkommenden Ausdruck

+  M u) +  ! ]  • ( c o s  $  —  ! )

kann man auch schreiben

1 +  tg2# — [» (« ) +  1] • sin2#
1 -|- cos# ’

Für kleine #  ist sin2 # ss tg2 #  und cos # — 1; infolgedessen erhält 
man die angenäherte Hodographengleichung

W&ö) =  . 1
du “ u-f(u)

n(u) — 1 
2 tg2#  .

Hierin kann man schließlich auf der rechten Seite für tg #  noch 
näherungsweise tg # 0 einsetzen, d. h. es entsteht

(134)
<*(tg ö) =  o . c' ■ 1

du * u-f(u)
n(u) — 1 

2 tg?5“  y  (J (u) — J(Vo)) 2J •

Diese Gleichung ist quadrierbar. Bei der Quadratur erscheint zu
nächst die Funktion von S iacci

Ferner treten noch die Funktionen

<7i(w) =  §Q(u) • du; J2(u) =  §Q(u) • J(u) • du;

Ja{u) = $Q(u) ■ J 2(u) ■ du, wo Q(u) = —1 -u j (-}, '
auf. Entsprechend ist leicht zu zeigen, daß für x, y und t außer 
den Funktionen von S iacci D(u), A (u) bzw. T(u) noch weitere
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Funktionen A^u), A 2(u), A 3(u), D^u), D2(u), D3(u), Tx(u), 
T 2(u), T 3(u) auftreten, wo z. B.

T3(u) =  Jw • Q (u) • du; T 2(u) =  Jw • J (u) • Q (u) • du;

T 3(u) =  ju  • J2(u) • Q (u) • du

wird. — Erst wenn diese Funktionen berechnet vorliegen, wäre 
dieser Vorschlag von C harbonnier für die Praxis nutzbar zu 
machen, obgleich auch dann noch erheblich mehr Arbeit bei der 
Flugbahnberechnung zu leisten ist als etwa bei dem Verfahren von 
S iacci. C harbonnier soll entsprechende Tabellen aufgestellt 
haben. Auf weitere Einzelheiten zu diesem Verfahren gehen wir 
nicht ein.

e) V ersch ärfu n g der K on vergen z durch  P o p o ff

Was S iacci, V allier und Charbonnier durch geeignete Wahl 
der Mittelwerte a und b in (122) zu erreichen suchten, will P op o f f<17> 
durch andere Funktionen £ (&) herbeiführen, die bei den erst
genannten Ballistikern durchweg tg#  war. P o p o ff  hat verschie
dene Formeln in dieser Richtung entwickelt. Die vielleicht wich
tigsten sind die folgenden.

1. Es sei | =  t g y  =  u; J r  a • b =  | r 1 b = l .

Dann erhält man nach (122) 

oder

(135) tg y  =  tg ^  • [J (u) — J («„)]

Hier ist J (u) =  — g • J —~J(Z) un<̂  nur 80 Sro^ w'e bei 
S iacci.

Entsprechend erhält man nach (124), wenn die rechten Seiten 
der Differentialgleichungen nach Potenzen von A2 entwickelt 
werden:
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x = t - [ D ( u ) —  D ( u 0) ]  +

2
y = - r [D (u )~  D(u0)]— -rr -[A(u) — A («„)] +  •

Diese Ausdrücke entsprechen in erster Näherung denen von 
S iacci. Man kann aber ihre Genauigkeit leicht noch folgender

ftmaßen verschärfen. Da £ =  tg — ist, folgth

d x _ tt2 1 oder dx 2u2 l + £ 2
d& g cos2 & d i g G - i * r

entsprechend

dt 2u l +  £2 . dy _ 4 U2 i +  i 2 t
di g (i — i 2)2 ’ di 9 (1— £2)3 »'

Setzt man für (1 +  |2) und (1 — |2) Mittelwerte ein, so erhält man 
nach Einführung von (135)

(136)

X  —
1 +  m2

(1 — m2)2

y  =
1 -f- m 2

(1 — m2)3

t  = 1 +  TO2

i« l
[D(w) — D (m0)]

(1 — m2)2

t g |  +  ^ \D(u) — D(w0)]

— («) — A (“ )]}

i - m « ) - T(u0) l

Als Mittelwert m ist in erster Näherung m =  tg~- zu setzen, da | 

im Anfang der Bahn tg , im Gipfel 0 ist; das Mittel der Argumente

ist - - .  Im übrigen weist auch Pop o ff ausdrücklich darauf hin,
daß die Wahl von m immer mit einer gewissen Willkür verknüpft 
ist. Den besten Anhalt dürften auch hier numerische Berechnungen 
geben. Jedenfalls lassen die Tangensformeln von P o p o ff  auf einen 
größeren Konvergenzbereich hoffen.
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2. Pop o ff schlägt noch weitere Funktionen vor; so

wobei n eine ganze Zahl bedeutet. Durch Verwendung dieser 
Funktion soll eine weitere Steigerung der Konvergenz herbei
geführt werden.

Die Substitutionen

—j (n =  1 oder 2 oder 3 usw.)

führen zu den P op o ffsch en  Sinusform eln. Es wird dem 
Leser nach den vorangehenden Entwicklungen nicht schwer fallen, 
diese Fälle allgemein herzuleiten.

Obgleich es noch eine ganze Reihe von Integrationsmethoden 
gibt, die in den Bereich der behandelten Fälle gehören, wollen 
wir diesen Punkt der Näherungslösungen abschließen mit einem 
Ausblick auf die H au ptg le ichu n g  von C avalli, in der die 
Luftgewichtsabnahme mit der Höhe im p liz it  enthalten ist.

f) D ie H au ptg le ichu n g  von  C avalli für verän derlich es 
L u ftgew ich t

Die in diesem Kapitel zu Anfang behandelten allgemeinen Ent
wicklungen lassen sich sinngemäß für veränderliches Luftgewicht 
verallgemeinern. Wir verzichten auf die allgemeine Ableitung 
dieser Zusammenhänge, da bisher noch keine Entwicklungen be
kanntgeworden sind, die den Gleichungen von C avalli(76) als 
Parallele zugeordnet werden könnten. Daher beschränken wir uns 
auf die Darstellung der neuen Hauptgleichung von Cavalli.

Die Abnahme der Luftdichte mit der Höhe folge dem E verlin g - 
schen Exponentialgesetz. Konstante mittlere Temperatur voraus
gesetzt, muß also das folgende System von Differentialgleichungen 
simultan integriert werden:

d& cr-cos® i - . „  1 v ■ cosd-7— = ------• e ----------- -fr- , wo u = ----------- ;
(137) ““ C’°° v ' f ( v ) cos<p

dy _ dy d& _  cos2<p b.y u tg#
du d& du c-<50 f ( v )  cos# '

Wird die erste dieser Gleichungen noch einmal differenziert und
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wird dem System (137) Rechnung getragen, so lassen sich y und 
seine Ableitungen eliminieren. Wir erhalten die Differential
gleichung 2. Ordnung

(138)
J_ ( dl X . x . u2 ^

du2 ' \dui cos2&

+  ^ - - t n ( t . ) + ! ] . 1 . , „ d&
=  0 .

Hierin bedeuten

k-COS2<p . . V d rJ, n  f ( v )  t f - C O S #

g '  f (v ) dv L '  f(v )  cos<p

Cavalli macht nun die (allerdings nur näherungsweise richtige) 
Annahme, daß n(v) stets durch n(u) ersetzt werden könne. Werden 
dann die neuen Variablen

I  =  tg ■&; J =  — du
u ■f (u )

eingeführt, so geht (138) über in

(138a) dJ' +  1* «*•(1 + f * ) +  » ( « ) - ! ]  ■
1 + f 1

Für die Potenzgesetze ist n(u) =  const. Speziell für das lineare 
Widerstandsgesetz, also n =  1, wird diese Gleichung integrabel.

Wir müssen noch einmal darauf aufmerksam machen, daß (138a) 
nicht stren g , sondern nur n äh eru n gsw eise  richtig ist. Besonders 
wenn v in der Nähe der Schallgeschwindigkeit liegt, kann n(v) erheblich 
von n{u) abweichen. Andererseits ist [n(u) —  1] nicht unbedingt klein 
gegenüber von y • u2- (1 -j~ f 2). Letzteres kann auch geschrieben werden 
k

—- • v2 ~  0,00001 ■ v2; für Geschwindigkeiten von etwa 300 m/s hat dies
den Wert 0,9, während [n(u) ■— 1] dort den Wert 4 annehmen kann. 
Infolgedessen machen geringe Abweichungen im letzten Ausdruck schon 
große Bruchteile von 0,00001 • v2 aus. Anders ist es allerdings bei größeren 
Geschwindigkeiten, z. B. v =  800 m/s. Dort ist 0,00001 • v2 =  6,4, 
während \n(u) —  1] etwa bei 0,6 liegen dürfte. —  Praktische Rechnungen 
und Ergebnisse für die neue Hauptgleichung von C a va lli liegen noch 
n ich t  vor.



§ 16a. Potenzreihen nach der Zeit mit ihren Umkehrungen 137

§ 16. Reihenentwicklungen in der äußeren Ballistik

a) P otenzreih en  nach der Z eit m it ihren U m kehrungen 
und N äherungen

Ist eine Funktion h (t) samt ihren ersten, als existierend voraus
gesetzten (n 1) Ableitungen im Intervall (0, t) stetig, so ist die
Entwicklungen eine M ac-Laurinsche Reihe(VI) möglich; diese 
lautet

h(t) =  h(0) +  h(0) • t +  y  • X(0) • t2 +  • • • i  A«»>(0) ■ * » + « , ,

wobei das Restglied gegeben ist durch

IL =
+ 1

( » + l )
T • h(n + (0  • t) =  1  ■ J ( t— t )»  • hin + % )  • dx

(0 <  0  <  1)

Entsprechend lauten die Potenzreihen für die Elemente x, y einer 
Flugbahn

(139)
x(t) =  x(0) +  as(0) • t +  |  £(0) ■ t2 +  ■

2/(0 = 2/(0) + m  -< + l y (0)-«2 + '
Die in diesen Entwicklungen auftretenden Koeffizienten x (0), 
x (0), . . . lassen sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (43), 
(44), (45) leicht angeben; es ist:

(139 a)

x(0) =  0; 
x (0) =  • cos 99;
x{0) = — x(0)-do-c-vo-K(v0) 

=  — c-<50-f(v0) -cos99;

• { n (v0) • cos 99

•[c-do-/K ) +  ? -sin95]
— g • sin 99 • cos 99);

2/(0) =  0;
y(0) =  v0 • sin 99;

— g — c-  <50 • f(v0) • sin 99

2/ ( 0) ==c-d0‘^ ^ " {n (v 0)-sinq>
vo

■[c-ö0f(v0) +  g-sin(p] 
+  g -cos2 99};

usw. usw.
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Dabei haben wir uns der Einfachheit halber auf konstantes Luft
gewicht und konstante Temperatur beschränkt. Sind letztere mit 
der Höhe veränderlich, so gehen in x(0), y(0) und den höheren 
Ableitungen noch die Ableitungen von 8{y) und T(y) ein. 

Bezeichnet man

ni o

n =  r0

C 7 "(® o ) 
e 7(® o) ’ ‘ ‘ ‘ ’

g ' / ’M  . 
« 7 (® o ) ’ 

c
nr =  —-/(”+ 1)(w„)*

c • /(r„)
r+ 1

so erkennt man, daß in x(v) (0) und yM(0) stets nur v0, c ■ f(v0) und 
diese Verbindungen Vorkommen; nun kann die Verzögerung durch 
den Luftwiderstand immer in die Taylorreihe(VI)

=  i +  „ . (JL _  i) +  . (_L _  i)a
: 7 K )  \®o /  2 \t>„ /

+  ••• + (*+!)! ’ V
/ J L _ i ) ’ + , +
®o /

entwickelt werden. Ferner ist im allgemeinen c-f(v) — c ■ f(^x2 +  y2) 
nur durch eine numerische Tabelle gegeben, etwa für v =  0, 1, 
2, . . . 1200 m/s. Infolgedessen ist c • f(v) durch ein Polynom vom 
Grade N  iS 1200 in v2 =  x2 -(- y2 genau darstellbar. Da die Differen
tialgleichungen der Bewegung als solche 1. Ordnung in x und y

gelten können, wobei c • nach dem eben Gesagten in eine
konvergente Potenzreihe in x und y entwickelt werden kann, sind 
x  und y nach dem Existenzsatz von C auchy durch Potenzreihen 
integrierbar in dem Gebiet (0 <  v <  1200). Dort sind dann auch 
die Potenzreihen (139) konvergent (Vahlen(4)).

Aus den Potenzreihen (139) lassen sich durch R eihenum - 
kehrung(VII) neue Potenzreihen ableiten, die nach Potenzen be
liebiger Elemente geordnet sind. Der Vorgang ist folgender: Die 
Potenzreihen (139) sind vom Typus

V =  f  +  <*2 • I 2 +  a3 • f 3 H-------- (- av ■ t  H-------

Will man hier die Umkehrung

I  =  rj +  ß2 ■ rj2 +  ß3 • t]3 H---------1- ßv ■ rjv -\------

haben, so muß £ =  j? +  £ ß v-if, (v 22 2), in rj =  | +  Z a v- t ,  (®^2),
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eingeführt werden; durch Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen 
von t] folgen dann sofort die Formeln:

(140) j ß» =  — « 2; ß3 =  2<  — a3;
| /S4 =  — 5a23 +  5a2 • a3 — a4; • ■ • usw.

Wendet man dieses Verfahren auf die erste der Potenzreihen (139) 
an, so ergibt sich

(141)
I =  — —  ■ I 1

t>0 - C O 8  <p  L

C • dp ■/(<•„)  ̂
2t 0* • cos <p

X + 1 ||c • 0̂ 7(»'o)j1

t’ü [ c ■ <V■ f(v0) +  g ■ sin <p]\■ +•■•]

Diese Reihe für t ergibt, in die zweite der Potenzreihen (139) ein
geführt:

(142)

Diese letzte Potenzreihe gestattet schließlich noch eine Umkehrung, 
aus der die horizontale Schußweite X  bestimmt werden kann.
Setzt man hierin nämlich v =  0 und dividiert durch ——  , dann

°  cosg>
entsteht eine Reihe für sin <p, aus der nach dem obigen Umkehrungs
verfahren die Schußweite

(143)

71 2Y — o ■ sin2f ( 4 c-<50 •/(«„)
9 1 3 9 "

+  ¥ •
c-< V /K ) C-Ö0-f(v0)

9 9

+ f V  /K ) ] ' • sin2 <p +  ■ • • J

bestimmt wird.
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Die wichtige Potenzreihe (142) läßt eine ganze Reihe von Folge
rungen zu, von denen die wichtigsten hier angeführt werden 
sollen:

1. Vernachlässigt man die Glieder mit x3 und den höheren Poten
zen von x, so ergeben sich die Formeln des luftleeren Raumes.

2. Bricht man die Reihe nach dem zweiten Gliede ab und er
setzt das Restglied durch x3 • const:

R3 =  ~  • y"'(Q • x) =  x3 ■ const,

was allerdings nur näherungsweise zutrifft, so entstehen die 
Formeln von Piton-Bressant oder H elie , auch Formeln der 
„C om m ission  de G ävre“  genannt. Dadurch kann die Flugbahn
gleichung in der Form

(144) y =  x-tg<p---- -~ g -f  3 • (1 +  K -  x) (K =  const)
£ i l  g * L U o  lfJ

geschrieben werden. Für die Mündungswaagerechte ist wegen 
y =  0 somit

(145) 1 +  K - X =  - -  ^  -  Z .
g • X  X

Z =  (1 -j- K  • X) ist also das Verhältnis der Schußweite X YSLC des 
luftleeren Raumes zu der des lufterfüllten Raumes (X ). Man er
hält weiter

(146)

g ■ x

v • cos ■&- v - f -

- J V - ?

2 v02 • cos2 <p 

1

(2 +  3 K -  x);

y" Vl +  3 K ■:
’ vn ■ cos w:

• dx-- V(1 +  3 K ■ a:)3 — 1
9 v0 • cos q> K

Speziell für die Mündungswaagerechte hat man die Formeln

(146a)

.¥ = Z — 1 Ava=  tg co =  tg 9? • /j (Z); /1(Z) =  2 - ^ -

% • cos a> =  v0 - cos<p-f2(Z); f2(Z) =  (3Z — 2)~ 2

T = X

t>0 • cos <p f3(Z); f3(Z) =  |
(3Z — 2)2 — 1 

Z — 1 ‘
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Die Funktionen h(Z), f2(Z), f3(Z) können, wie es auch geschehen 
ista), leicht tabuliert werden.

g _ J
Man erkennt durch Vergleich mit (142), daß K  =  —- — von der

A

Erhöhung <p abhängig sein muß, also nicht konstant für a lle Er
höhungen ist. Näherungsweise ist aber, wie man durch Vergleich
von (144) mit (142) erkennt, K  proportional . Hat man also
aus einem Schießversuch K  gewonnen, so können für Überschlags
rechnungen die iT-Werte für andere Erhöhungen aus der Beziehung 
K  (q?j) : K  (cp2) =  cos cp2: cos rp1 bestimmt werden.

Beispiel, In unserer Musterbahn (S. 75) ist X  =  8571 m; cp =  737 — ;* 
v0 — 381,6 m/s. Somit Xrac =  14730 m und Z  =  1,7185, d. h. 
K  =  0,00008383. Also f x(Z) =  1,4180; f 2(Z) =  0,5631; f 3(Z) =  1,4243 
und damit co =  51,4°; T  =  42,68 s; ve =  258,1 m/s. Die Abweichungen 
von den wahren Werten sind Am =  +  1,2°; A T  =  +  0,36 s; 
Ave =  +  9,0 m/s. Für die Erhöhung <p1 =  20° erhält man
K i =  0,00006686 d. h. aus 1 +  K x • =  V  ’ . X ,  =  6616 m.

9 ' #
Entsprechend lassen sich auch hierfür co, ve, T  usw. bestimmen.

3. Man bricht die Potenzreihe (139) schon nach dem ersten

Gliede ab und schreibt für den Rest 
Flugbahngleichung

CO&‘ q> . Dann lautet die

y =  x-tgcp f ( x ,  <p)
COS2 f  '

Handelt es sich nur um kleine Erhöhungsunterschiede, so kann 
/  (x, qp) annähernd durch /  (x) ersetzt, also als von cp unabhängig 
betrachtet werden. Es mögen jetzt zwei Bahnen vorliegen, von 
denen die eine bei der Erhöhung cpx die Schußweite X  =  x, die 
andere bei der Erhöhung cp den Punkt (x, y), also die gleiche 
h orizon ta le  Entfernung x erreicht. Dann gelten die beiden 
Gleichungen

x-tgcpx f (x )
cos2 q>x 0

z -t g  <p /(* )
cos2 cp =  y-

♦Artilleristisches Winkelmaß: 360° =  6400 ; (1— =  1 Strich).



142 Kap. IV. Analytische Methoden

Durch Elimination von f(x)  erhält man daraus die allgemeine 
Flugbahngleichung

<>«>

Ähnlich erhält man aus der Gleichung für den Fallwinkel cox 
bei der Schußweite X  und der Gleichung für die Tangenten
neigung $  in (x , y):

tg(— «* ) =  tg <px— / '(* )  . 
cos'^x ’

tg ■& =  tg <p — / ' ( * )  
cos* <p ’

d. h. durch Elimination von f '(x ):

(147 a) tg #  =  J'. — tg ' coa2 ’Px _ 
°  X cos2 <p ‘

Wegen y"  =  —  ------—— erhält man schließlich durch Elimination6 a {v ■ cos #)2
von f ’ {x) aus den entsprechenden beiden Gleichungen:

(147b) Q C O S ©v ■ cos ir =  vex- cos co ,-------— .cos<px

Im luftleeren Raum gilt t = ---------=-
v ■ cos#

weise geschrieben: t = ------ —— =
v - cos#

und somit:

; infolgedessen wird näherungs-
x  cos (px 

vex • cos (ux cos <p

(147 c) cos <px
COS 95 '

Die Formeln (147) bis (147c) haben folgende wichtige Bedeutung: 
Für ein bestimmtes Geschütz mit einem bestimmten Geschoß ist 
oft nur die Schußtafel, also nur die Angabe der Flugbahnelemente 
für die Mündungswaagerechte vorhanden. Daraus können die Bahn
elemente für irgendeinen Punkt außerhalb der Mündungswaage
rechten mit den angegebenen Formeln berechnet werden. Das ge
schilderte Verfahren ist die sog. „Methode aus dem Aide-Memoire“  
(franz. Zeitschrift der Artillerieoffiziere).

Beispiel. Musterbahn: X — 8571 m; T x =  42,32 s; cox =  50,2°; 
vex =  249,1 m/s; q>x — 41,4 Mit welcher Erhöhung wird ein Ziel in der-
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selben Entfernung, aber einer Höhe von y =  +  50 m getroffen? Nach 
(147) ist

(147d) tg cp 1
sin 2 (px 1 —  | cos22 <px —  2 • sin2 <px ,

d. h. q> =  43,3°. Man erhält weiter & =  — 51,8° [nach (147a)]; 
v =  250,2 m/s [nach (147 b)] und t =  43,61s [nach (147 c)].

4. Die Potenzreihenentwicklung (142) führt schließlich noch auf 
eine Art der Flugbahndarstellung, die unter dem Namen D id ion - 
B ern ou llisch e Lösung für die P oten zgesetze  bekannt ist. 
Letztere ergibt sich durch eine vereinfachende Abwandlung der 
nachfolgenden genaueren Ableitungen.

Aus der Potenzreihe (142) bilden wir für ein Widerstandsgesetz 
in Potenzform c • d0 • f(v) =  cn • vn den Ausdruck

(148)

x-tgcp  —  y
9

v02 • cos2 (p =  - ^ x 2 -p Cn • V0
n — 1

+  Cn-
2n — 2 o_____
12 3 — (re- L  . o - s i n ® \ l  

- 1) - ( 1 + 2 ------

v0 ■ cos <p
yi

cn -v 0nj ] • cos2 <p +  ■

Wir verlangen nun, um die Berechnung zu vereinfachen, daß die 
rechte Seite dieser Potenzreihe möglichst genau mit dem Ausdruck

(149) (1 —[- a  - x)v —  v -a  - x —  1 
v • (v —  1) ■ a2

in Übereinstimmung gebracht werde; dabei sind a und v noch zu 
bestimmende Konstanten. Die Wahl der Form (149) ist zwar 
willkürlich; aber sie gewährleistet, daß bei zunächst noch ganz 
beliebigen a und v die Potenzreihe (148) immer als Anfangs
glied dasjenige des luftleeren Raumes, also L  x2, liefert. Entwickeln 
wir nun (149) und setzen die Koeffizienten gleicher Potenzen von 
x in (149) und (148) gleich, so folgen die beiden Gleichungen

■2 Cn • Vo 1— • a = v0 ■ cos <p

(V— 2)-(v —  3) 2 __Cn2-vo2n~ 2 f q , ,  (re —  1) • g • sin<p )—i----- j— -. d — (re — 1) ■t’0* • cos2 cp | ' Cn ■ IV
Setzt man zur Abkürzung

^  =  ( r e - l y g ^ i n r  ^  z =  a . Xj

üCn  • V{
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so erhält man

(150)

„  A  -f- n —  1v =  2 •---- -----------:F A  + 7 i  —  2 ’

a =  cn - (v0 - cos <p)n 2 • (A +  n — 2)
cos” - 1  <p

und die Flugbahngleichung in der Gestalt

(151)
y =  x-tgcp —

=  X • tg cp — ;

0 ■ Z*
2 1'02 • cos2 <p

(1 +  z)f — r -z  — 1
V • (v   1) • 22

9 • ■B(z).
2 1'02 • cos2 <p 

Differenziert man dies nach x, so folgt

(151a)
tg #  =  tg <p — 

=  tg cp— -

9 - x ___(1 +  2 ) - 1- !
(j> —  1 ) ■ z 

J(z).g - x
vQ2  ■ cos2 <p

Eine weitere Differentiation nach x liefert wegen v • cos d = j / — 
sofort

v0  • cos <p _ v0  ■ cos g>

(151b) ........

9
r

V ■ cos P  —

(1 + 2 ) 2 1
F(z)

Wegen t =  f — - r — erhält man schließlich
J v • coav

(151c) t = (1 + 2 ) - 1  _
«0 ■ cos q> V

T ‘*
v0  • cos <p D ( z ) .

Beispiel. Für das quadratische Widerstandsgesetz ist n =  2. Bei 
<p =  45°, c2 =  0,0001, v0  =  200 m/s erhält man A  =  1,7342; v — 3,1533; 
a =  0,0002453. In der Mündungswaagerechten ist y =  0, d. h.

„ t u ,  , d02 ■ sin2 0 ) Zvac , v02• sin203 D(151 d %  „  y  — ~^s~ Oder a • -ü— - — i - =  z, • B z,).
9  ■ X  X  9

Hier ist also ze • B(ze) =  1,000204, somit ze =  0,769 und daher 
X  =  3135 m. Ferner erhält man T  =  26,66 s. Nach den Otto-Tabellen 
erhält man: X  =  3129 m, T  =  26,70 s.

x
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Wir machen noch darauf aufmerksam, daß a für n =  2 von v0 
unabhängig wird. —

In der sog. D idion -B ernoullischen  Lösung wird der in 
unseren Formeln auf tretende Ausdruck A  vernachlässigt. Dadurch
erhält man v =  — — — ; zum Ausgleich wird in a die Größe---- -----

n — 2 cos"“ 1??
durch einen Ausgleichfaktor ß n~2 ersetzt, so daß

a =  c„ • (ß • v0 • cosq>)n 2 • (n — 2)

wird. Für n — 2 müssen für B (z) usw. Grenzbetrachtungen(IV) an
gestellt werden; für z wird in diesem Falle 2c2 • ß • x gesetzt. All
gemein wird ß — Q(ier g _  ItM -----angenommen*.

r tg <p  r  t g < p  — t g &  6
Der Leser überzeugt sich leicht, daß für n =  4 die Lösung von P i- 
ton -B ressa n t aus der D id ion -B ernoullischen  Lösung ent
steht. Weiter erkennt man, daß unsere Formeln genauer sein 
müssen als die D idion-B ernoullisehen, die ein Glied der Reihen
entwicklung weniger genau wiedergeben als die unsrigen**.

Für n =  1 müssen unsere Formeln, da sie von der Form 
werden, in bekannter Weise durch Grenzbetrachtungen(IV) ab
gewandelt werden. Man bildet z. B., da hier für n =  1, v =  0 wird:

y = x -tgy-^ . 'L v
_ [ { i + 2 r _ , . 2 _ 1 ]

n = 1
wobei v — v(ri), z =  z(n), A — A{n) zu berücksichtigen ist.

b) P aram eterentw ick lungen

In der Lösung der Differentialgleichungen der Bewegung (44) 
des außenballistischen Problems treten außer den Veränderlichen 
(x, y, t) verschiedene Param eter auf: neben dem ballistischen 
Beiwert c und den Anfangswerten v0 und (p noch die Normal- und 
Bodenwerte des Luftgewichts und der Temperatur, also <50 und T0

* Hierbei hat f 2(<p) die in Formel (110) gegebene Bedeutung.
** Ähnliche Formeln können auch für die ballistische Kurve bei Berück
sichtigung der Luftgewichtsabnahme mit der Höhe usw. abgeleitet 
werden.
Athen, Ballistik 10
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bzw. dB und TB auf. Die Lösung ist im allgemeinsten Fall von 
der Form

(152) xp — ip (t, x, y, c, v0, <p, ö0, T0, dB, TB).

Da hierin d0 und dB vermittels der Gaskonstanten R mit T0 und 
Tb verbunden sind, können in (152) <50 und dB auch durch R und 
p0 und j)B ersetzt werden; daneben könnten ferner die Schwere
beschleunigung g und evtl, der Erdradius RE als weitere Para
meter aufgefaßt werden.

1. Wir werden zunächst den ein fach sten  Fall behandeln, daß
das Luftgewicht und die Temperatur mit der Höhe konstant seien. 
Nim kommt es meist darauf an, für eine bestimmtes Geschoß, d. h. 
einen bestimmten Beiwert c und eine bestimmte Anfangsgeschwin
digkeit v0 die gesamte Flugbahnschar für alle Erhöhungen cp zu 
berechnen. In der Lösung (152) ist dann nur noch q> als veränder
licher Parameter zu betrachten, d. h. sie kann in der Form

(152a) y) =  y>(t,x,y,<p)

geschrieben werden. Es liegt nun die Frage nahe, ob es möglich 
ist, die Lösung nach Potenzen dieses veränderlichen Parameters 
zu entwickeln und durch Verwendung nur der ersten Glieder dieser 
Entwicklungen anzunähern. Wir werden gleich sehen, daß das in 
der Tat möglich ist, und daß es weiterhin möglich ist, die Para
meterentwicklungen analog für beliebige andere Parameter durch
zuführen. Die Parameterentwicklungen nach cp sind eingehend von

P o p o ff(17) untersucht 
worden.

Wir gehen aus von 
dem System (44). Hier 
führen wir ein neues 
Koordinatensystem (f, 
rj) ein (Abb. 18), dessen 
f-Achse in die Abschuß
richtung zeigt und des
sen j^-Achse unter dem 
Winkel a gegen die 
Horizontale x geneigt 
ist; a ist positiv, solange 

Abb. 18. Schiefwinklige Koordinaten t] unterhalb x liegt. Der
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Zusammenhang zwischen dem (£, ?j)-System und dem (x, y)- 
System wird durch folgende Transformation vermittelt, die aus 
Abb. 18 unmittelbar abgelesen werden kann:

(153) x =  | ■ cos95 -\-rj • cosa; y =  l--sm<p — r] • sina.

Führt man dies in die Differentialgleichungen (44) ein, ersetzt man 
darin weiter formal c • (50 durch c* und berücksichtigt die Konstanz 
der Lufttemperatur und des Luftgewichts, so erhält man die Diffe
rentialgleichungen

(154)

.. _ COS (p c* •/(»)
^  ̂ sin (a y) 1 V
" cosa j. c*-f(v)
s 3 sin (a -|- <p) * V

mit den Anfangs
bedingungen :

t =  0: f  =  tj =  0
n =  0; k =  v0

Darin gilt für v:

(154a)

® f J?* +  f* +  2 •  f  • co s ^  - f  a)

d. h.

v =  (Tj + 4») • f  
<£+»>)*

■A,

Hierin ist X dauernd kleiner als 1, ebenso ist auf einem Teil der 
Flugbahn:

< 1.
(v +  Sf

Denn wegen (153) ist, wenn wie bisher #  der Winkel zwischen der 
Flugbahntangente und der Waagerechten ist,

tj __ sin(g>— &) j  ^ 1) _________ sin(y —  ff)_______
| sin(a-J-d) ’ ' ' i -\ -y  Bin(a ff) -)- s in (y—  ff)

f  _ sin(a-f-ff)
sin (a-|-ff)-(-sin  (99—  ff)

10"
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und somit

(155) e
4?)-£  __^ sin(a-|-#) • sinfg?—  &)

(f-(-r)f  [sin(a +  +  sin(99 — d)]2 '

Am Anfang der Bewegung ist q> =  #, d. h. £ =  0; für t) =  - — - 
wird e =  1 und für #  =  — a ist wieder £ =  0. Für t =  oo wird 
dieser Ausdruck, da •& =  — ~  wird:

\E \ =

4 cos <p 
cos a
COS <P 2 

cosa

Hier wird | s | nur für sehr große a kleiner als 1. — Jedenfalls er
kennt man zunächst, daß v nach Potenzen von X entwickelt werden 
kann, und zwar sicher in dem Gebiet | e  | ^  1. Dasselbe gilt dann 
auch für die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen (154), wo
mit die Möglichkeit der Entwicklung der Lösung nach Potenzen 
von X nachgewiesen ist(VIII); dabei muß allerdings vorausgesetzt
werden, daß eine auf der ganzen Flugbahn holomorphe 
Funktion von v ist.

Somit dürfen wir nach dem Satz von P o in ca re<VIII) die Lö
sungen f  (A, t) und Tj (X, t) von (154) als Potenzreihen in X ansetzen:

. . . =  ^  +  +  =(156) _  „
\rj(X,t) =  rj0 +  X -r j1 +  X2 -r]z Ji----- ---  E X n ■ rjn: r) =  S X n ■ rjn.

Wir führen nun noch folgende Abkürzungen ein:

/ 1FV7\ — ( - -  =  c*-G(v); f(A, t) +  rj (X, t) =  w(X, t); £n +  r]n= w n,
(157)

d. h. w =  £  X1 • wn.

Damit erhalten wir nach dem Satz von Taylor für c * - G ( v )  die 
Reihenentwicklung



§ 16 b. Parameterentwicklungen 149

(158)

c* • G(v) =  c* -G 

=  c* • G

w - |/
(1 +  m

w • |l ^ • A
xir

=  c* • G(w) — • c* • G'(w) • X —

wobei c* ■ £?' (w) =  [c* • G (w)].

C* . f ( t
Ersetzt man nun — ^ —̂ = c* -G (v )  in (154) durch seine Ent
wicklung (158) und führt in diese Gleichungen den Ansatz (156) 
für £ und r) ein, so ergibt sich nach Vergleich der Koeffizienten 
gleicher Potenzen von A:

(159)

djio _  003 y __. r* • G Iw ) ■— y *7o c tr(woEdt sin (<p a)
cos a

dt y sin (<p a) £o' c* ‘ G (w0)djo
d t

^ 7  =  — Vi •c* ‘ GH )  — Vo •c* •G>« )  • ü’i

+  V o -c* -  G>« )* . a>t,b \. 2 ' 'fe■
«’O

-|t == — ir • c* • G(w0) — £0 • c*G'(w0) • w\

+  f 0 -c*(7(w 0) ^ l ' i o
w0

mit den Anfangsbedingungen 

t =  0; f„(0) =  voi £x{0) =  f 2(0) =  ■ ■ ■ f„(0) =  0;

% (0) =  ^i(O) =  ■ • • j)„(0) =  0;

£„(0) =  %(0) =  f  i(0) =  %(0) =  ■ ■ • =  f  „ (0) =  Vn (0) =  0.
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Dieses System ist durch Quadraturen lösbar: Addiert man nämlich 
die ersten beiden Gleichungen des Systems (159), so entsteht

(160)

d w 0 cos® — cosa * ,, . ,
9- — -J L  , ------c* • }(w0)dt sin((p -)- a) , d. h.

W„

. _  1 <* dwQ
c* J a —f{w0) ■

va

wo a — 3 cos rp — cosa
c* sin(y-)-a) '

Durch Umkehrung erhält man somit w0 als Funktion von t; eine 
weitere Quadratur liefert dann ic0 als Funktion von t. Nunmehr ist 
man in der Lage, auch |0, rj0 und weiter |0, r]0 zu bestimmen, die 
aus den linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung(x) (159) her
vorgehen:

(160a)

C f(wt)-dw0

Vo
_  ff COS(p J la-fiwo)]-w0

c* sin(9)-|-a) ®°

t

Vo II o ■ d * -  i . f .
C* J a — f ( w 0)

0

Wo

e

t”o
f  /(w0) ■ dwa 
J [®-/(w„)]-w0

*•
a —f(w0) • dw0

In dieser Gleichung haben wir dt durch den aus (160) folgenden
Ausdruck -4----------. ■ ersetzt. Schließlich istc* a —f(w0)

(160 b) f o = !*o— £o =  wo — »7o-

Nach der Berechnung von f 0, j)0 erhält man durch Addition der 
letzten beiden Gleichungen von (159) zunächst

(161) ™ L = - < * . r ( w 0) . ^  +  2%•<?„• c* • G'(w0) .

Das ist eine einfache lineare Differentialgleichung 1. Ordnung(x), 
deren Lösung
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(161a)

_ 1*
J a—f(w0) 

e *. j  io ■ & « ) ■

Wo
f  f ’ (w0) - d w 0 
J  a - f ( u>0) 

e v 0_________________

a —/(tt’o)
• dw0

« i
1 (  lii ' dii>0
c* J a  —f(w0)

r.

lautet. Für f  t und tfi sind nach Bestimmung von w1 wieder lineare 
Differentialgleichungen 1. Ordnung vorhanden, deren Lösung eben
falls durch Quadraturen möglich ist. Das entsprechende kann 
allgemein auch für die höheren Glieder rjn gezeigt werden.

Die Entwicklungen zeigen also nicht nur die Möglichkeit der 
Aufspaltung in Produkte aus einer reinen Funktion des Abgangs
winkels und einer gemischten Funktion der Zeit, sondern darüber 
hinaus auch vor allem die Zurückführung des ballistischen Pro
blems auf Quadraturen.

Wir führen nach dem Vorbild von P o p o ff (17) noch folgende 
ballistische Funktionen ein, die dem Beispiel der Siaccischen 
Funktionen entsprechen:

(162)

w  A{a’ z ) = $ ^ k H z ' {a’ z)-z -dz'’
k k

^  — P f -

-A(a,z)*<«.*>=j v
k

/(<*,*) =  j e Ma'! ) - - dz

Hierin ist k eine beliebige Konstante. Diese Funktionen finden
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sich zum Teil bei B ianch i(19) berechnet. Damit haben wir die 
Lösung des Systems (159) in folgender Gestalt

(163)

t =  X - [ S { a , w 0) — Z (a ,v0)\,

g • cos <p
c* ■ sin(ip-)- a)Vo -  • -— —  • e 

io =  ü'o Vo >

A(a, ti0) [K(a,wg) — K  (a, v0)];

Vo
g • oos <p 

c* • sinfp-j-a) {[M {a,w0) — M(a,v  0)]

— K  («. «o) • l1 («>n ) — 1 (°. üo )l};

w0 =  ^ f  [-^ («> 0) — ̂ («.«o)]: »0 =  0̂ +»?o-

2. Die allgemeine Lösung (163) gibt in Verbindung mit (155) zu 
einigen wichtigen Bemerkungen Anlaß:

a) Nach dem oben Gesagten ist die Entwicklung nach Potenzen 
von A nur solange möglich, wie |e | <  1 [vgl. (155)] ist. Daraus folgt, 
daß das nicht unter allen Umständen auf der ganzen Flugbahn der 
Fall ist. Man hat aber e =  0 für #  =  — a. Insbesondere muß zur 
Gewährleistung der Entwicklung auf der gesam ten Flugbahn für
beliebige Erhöhungen <p <  stets |e | ̂  1 sein, also auch für t =  00, 

d. h. für & — — Wählt man nun a =  so ist nach den obigen

Ausführungen zum zweiten Male e =  0, wenn {} =  — a =  — Z -  die
Entwicklung ist hier folglich für die gesamte Flugbahn möglich.
Nun bedeutet aber a - Z  ein Koordinatensystem, wie wir es be- z
reits beim Schwenkverfahren nach dem Angelrutenprinzip ein
geführt hatten: i  zeigt in die Abschußrichtung, rj zeigt vertikal 
nach unten in Richtung der Schwerkraft. Die Entwicklung wird
weiterhin für die gesamte Flugbahn möglich, wenn a =  — d. h.z
wenn r\ vertikal nach oben zeigt. Die Lösungen (163) vereinfachen 
sich nun erheblich, wie man durch Einführung von a =  ±  leicht 
feststellt; es folgt:
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F ü r a =  +  y :

(164)
t = dwa

flf — C*./(w0)
%

Vo=  fo usw*

to0
_ - § c *  ■G(w0) - d l .

i fo =  «0 ' e ’

Die Lösungen für wlt |1; rji usw. bleiben formal ungeändert. — 

Für a =  2"'

(164a) t = - j :
dtvB

g +  c* • /(“ ’o)

•f.
_ -Je* •G(wa) - d t .

i 0 =  *>o •e ”• ’

??o — »0 io usw.
Außerdem tritt in beiden Fällen cp in der Lösung überhaupt 
n icht mehr auf. Man wird also zweckmäßig immer eines dieser 
beiden Koordinatensysteme benutzen, je nachdem cp klein oder 
groß ist: ist cp klein, so nimmt man das erste, da dann A klein 
wird; ist <p groß, so nimmt man das zweite, da in diesem Falle 
A ebenfalls klein wird. In den Parameterentwicklungen (156) 
sind dann f  (A, t) und tj (A, t) in unendliche Summen von Pro
dukten aufgespalten, bei denen ein Faktor nur von der Erhöhung
A" =  sin2” P <̂ t ^ j| , der andere nur von der unabhängigen

Variabein t [£„ =  £„(£)] abhängt. Sind also die Funktionen (t) 
und rjn(t) für eine feststehende Anfangsgeschwindigkeit v0 und 
einen festen Beiwert c* ermittelt, so lassen sich f  (A, t) und r/ (A, t) 
für beliebige A, d. h. beliebige Abgangswinkel cp ermitteln. Den 
Vorteil dieses Verfahrens werden wir weiter unten erkennen. 
Bevor wir jedoch auf die Anwendungen dieser Formeln eingehen, 
beschäftigen wir uns noch mit einem anderen Spezialfall der 
Gleichungen (163).

b) Man erkennt schnell, daß die mit (162) eingeführten balli
stischen Funktionen zum Teil in die Funktionen von Siacci über
gehen, wenn a —> 0 strebt, d. h. wenn cp =  a wird. Gleichung (160) 
zeigt, daß dann cp auch in wQ und w0 nicht mehr auftritt. Die 
Lösungen (163) nehmen mit den Bezeichnungen von Siacci 
die Gestalt an:
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(165)

=  2c* 1Siny • ^  ‘ [J K )  “  J K )1;

io = *o
=  2e«?B in y , [ ^  K )  ~  ^  W }

— «7(V0) - {Ö  (w0) — Z>(«o)}];

io  =  ^  (®o) D  (vo) ]~ V o -
wv  Ij, usw. bleiben formal ungeändert. — Wird auf diese Glei
chungen die Koordinatentransformation (153) angewandt, so er
hält man die Flugbahngleichungen in kartesischen Koordinaten:

x =  e 2 ^ . [ü ( ^ ) _ Z ) ( n 0)];

(166) y =  x-tg<p— J L .[ Z ) ( w 0) —  Z>(v0) ] . A(w0) — A(v0) 
D(w0) — D(v0) <7(«o)

* 4 ' [ r W - T W ] '
An diesen Beziehungen müssen noch die durch die höheren Glieder 
der Entwicklungen (156) verursachten Änderungen f„, r]n, (n >  0), 
angebracht werden. Man kann aber deren Einfluß für Flach
bahnen bzw. für kurze Teile beliebiger Bahnen in gewisser Weise

Rechnung tragen, indem für j / l  — ' % ein passender Mittel
wert eingeführt wird, ähnlich wie es schon bei dem Verfahren von 
S iacci für ß gemacht wurde. Der Mittelwert ist zu bilden aus 
fi =  i  1 — e ■ X\ wegen e =  0 ist am Anfang der Bahn /u =  1; 
im Gipfel ist e =  1, d. h. (jl =  cos 95; am Ende der Bahn ist 

{ ) ------ (p =  — a, d. h. /z ~  1.

Als Mittelwert könnte man also nehmen fim 
Somit soll sein

1 4- cos <p 
2 cos“ 4 -.

c* ■ f(w0- i l  — e-X ) ~ c *  • f[w0 • cos2 y j  =  c* ■ f (w0— w0 • sin2

■n(w0)\•c* • f(w0) • 1 — sin2-|-



§ 16 b. Parameterentwicklungen 155

Um unsere Formeln (165) ohne die durch jjj, £j, . . . verursachten 
Korrekturen anwenden zu können, müßte also c* durch c* • ß  er
setzt werden, wo näherungsweise ß =  1 — n (w0) • sin2 ist. In
erster Annäherung ist n(w0) ~  n(v0) . Somit haben wir den fol
genden /J-Wert:

(167) /3 =  l _ ^ o ) . [i _ COs?,].

c) Wir wenden uns nunmehr wieder dem Fall zu, daß a =  ^  —
2

ist. Dabei genügt die Beschränkung auf a =  +  , da die ent
stehenden Formeln nur Vorzeichenunterschiede haben, sonst aber 
keine formalen Verschiedenheiten aufweisen. Die Entwicklung (156) 
läßt eine wichtige praktische Verwendung zu, wie der V er- 
fasser(79,(81) nachweisen konnte. Die Reihen bestehen in diesem 
Falle, worauf bereits hingewiesen wurde, aus einer Summe von 
Produkten aus einem nur vom Abgangswinkel abhängigen, kon
stanten Faktor und einer nur von der Zeit abhängigen Funktion. 
Beschränkt man sich auf die ersten beiden Glieder der Reihen
entwicklung*, entstehen die Näherungslösungen
(168) f(A, t) =  £0(t) +  X ■ ^(t);  ??(A, *) =J7o(<) + A -»)i(t)

oder in kartesischen Koordinaten vermittelst (153) und der Be
ziehung X =  sin2 (-j- +  y )  =  1 +  *m<p :

(168a) X{SP’ =  +  ' 00895 +  ^
y(<p, t) =  x-tgcp — \rjl - siny — [r)0 +  \ Jfj.

Die Funktionen £„(<), t;x(t), r]0(t), r]1 (t) ließen sich ohne weiteres 
nach den obigen Formeln berechnen. Der Rechenaufwand würde 
allerdings verhältnismäßig groß werden, besonders bei langen 
Bahnen. Da es sich bei der Hauptaufgabe der praktischen Ballistik 
aber meist darum handelt, für ein bestimmtes Geschoß bei einer 
bestimmten Anfangsgeschwindigkeit die Gesamtheit der Flug
bahnen der Schar, d. h. die Flugbahnen bei allen Erhöhungen zu 
bestimmen, schlägt man zweckmäßiger folgenden Weg ein: Nach 
* Bereits W eißmann(79a) wies darauf hin, daß schon die Beschränkung 
auf das 1. Glied bei kleinen Bögen der Bahn brauchbare Näherungs
ergebnisse liefern kann.
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einem hinreichend genauen graphischen oder numerischen Ver
fahren (s. w. u.) werden 2 Flugbahnen der Schar bestimmt. Dann 
entstehen zur Bestimmung der i 0, gv r]0, r]i je zwei lineare Glei
chungen

f  (^1.*) =  f 0 (0 +  K  • f  1 (f) ; v i K  t) =  Vo (0 +  K  (0 • Vi (0; 
f  (A2, t) =  i 0 (0 +  & (0 ; v (h>l) =  % (0 +  ^2 (0 • Vi (0 >

worin Aj, A2 die beiden Bahnen der Schar charakterisieren. Für 
jedes t kann man daher f 0(<) und i x (t) aus dem ersten Gleichungs
paar bestimmen.

Man erhält

(169) t ii\_?o(l) --------------- ; ___j i i ( G ------------j ——}—

Für 7]0, Yj1 gilt genau das gleiche; wir lassen sie daher auch im folgen
den ohne Erwähnung (vgl. zum Vorstehenden auch: Sauer(79c)). — 
Diese Art der Bestimmung der von q> unabhängigen Funktionen i 0 
und hat den großen Vorteil, daß auf diese Weise auch die mit 
höheren Potenzen von X vorkommenden Glieder in gewissem Maße 
berücksichtigt werden. Es fragt sich nun noch, welche Ausgangs
bahnen man am zweckmäßigsten wählt, um mit diesem Verfahren 
in einem bestimmten Gebiet (A0 <  X <  Xe) zu „interpolieren“ .

Schreiben wir die Lösung in der Form
!(A , t) =  i 0(t) +  X • &(*) +  X* • [ f2(t) +  X • (*) +  ■■ •]

=  i 0(t) +  x - i 1(t) +  x2 -e,
wo q also ein Restglied darstellt und als von X fast unabhängig an
gesehen werde. Wendet man auf den Ausdruck (170) die Formel
(169) an, so folgt

(170a) fo (0 = fo(0 f i (0 =  f i (0 +  (^i d- ^2)" 6■
Wird mit diesen Funktionen eine Bahn bei beliebigem X inter
poliert, so erkennt man, daß bei linearer Interpolation mit i 0 und 

über X gegenüber der Form (170) der Fehler
(171) A i = i\x, t )— i(X, t) =  — (x— x j  • (X -  x2) ■ e
gemacht wird. Dieser wird absolut am größten für X =  - 1-  ̂ ,a
d. h. es wird
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(171a) j e  — (;-i — ,p^fmax  ̂ Cr

Falls nun A0 und Ae die äußersten Erhöhungen der gesuchten Schar 
charakterisieren, so werden in diesem Intervall die Absolutfehler 
am kleinsten, wenn A £ am Anfang, in der Mitte und am Ende 
dieses Intervalls absolut gleich groß ist. In der Mitte ist A f  gemäß 
(171a) bestimmbar, am Anfang und am Ende gemäß (171). Somit 
hat man zur Bestimmung der günstigsten Erhöhungen die quadra
tische Gleichung

(A -A 1) . ( A - A 2) = ( ^ ) 2 .

Die Wurzeln dieser Gleichung sind A0 und A„; folglich hat man

(172) K = K
i^ +  i 

2^2 ' 0̂> 2̂
1*2 +  1 

2Y2 ' K
V2~—  1

2V2 ■K

Beispiel, Soll in dem Intervall 0° <  (p <  90° interpoliert werden, so 
ist A0 =  0,5; Ae =  1 und nach (172): Ax =  0,57323; A? =  0,92677, d. h. 
<Pi — 8,4°; <p2 =  58,6°. Stange(80) hat gezeigt, daß bei dieser Wahl von 
Ax und Aj der Ausgangsbahnen wirklich im Intervall (A0, ).e) der maximale 
Absolutfehler kleiner wird als bei jeder anderen Wahl von A1( A2.*

Wir hatten uns bisher auf konstantes Luftgewicht und konstante 
Temperatur beschränkt. Das ist aber nicht nötig für die Zulässig
keit der Parameterentwicklungen. Ist z. B. d =  ö(y), so kann man
zunächst schreiben, da A __ 1 +  sin 1j>

y =  | • sin <p — rj =  2A • £ — (| +  rj) =  2A • £ — w 
=  — w0 -j- A • (2 £0 — Wj) +  • ■ ■; 

nach dem Taylorschen Satz ist also

<Hy) =  <5 [— w0 +  A • (2 £ 0 — wx)H----- ]

=  <5 (— %) +  A • (2 f0 — «d) • d' (— w0).

Das Entsprechende gilt für T(y), was ebenfalls nach Potenzen von 
A entwickelt werden kann. Nimmt man hierauf Rücksicht, so

* Darüber hinaus zeigt S ta n g e , wie und Aa zu wählen sind, wenn es 
sich nur darum handelt, die Elemente in der Mündungswaagerechten mit 
möglichst kleinen Fehlem zu bestimmen.
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treten an die Stelle der Differentialgleichungen (159) bzw. (164) 
unter der Voraussetzung a =  +
Für konstante Temperatur, aber höhenveränderliches Luftgewicht 
gemäß der Everlingschen Formel d(y) =  öu • e~k'v :

w0 =  g — c*ekw° • f(w0); f 0 =  -  f 0 ■ c*ekw° ■ G(w0) ;

Vo ~  wo £o >

ttjj +  w1 • c*ekw° • / ' (wa) +  • k • c*ekw° • /(tr0)

=  2rj0 • f 0 • c*ekw° • G'(w0) +  2 i  • f 0 • c* • e*“’” • /(«■„)
(173) f i  +  • c*e*w° • G(w>0) +  i 0 • c* ekw° ■ G'(w0) ■ Wy

+  k ■ f 0. c*ekw° • G(w0) ■ Wy =  ho-c*ekw° • G > 0)

+  2 & • f 0 • |0‘- c*ekw° • G(w0);

rj1 =  w1 — f j j  Anfangsbedingungen wie in (159).
Für höhenveränderliche Tempera turT( y) =  Tb— A  • y ( A ^  0,005):

Es sei
A  , T b 1 1 , .

« = - s r ;  b = m ->  e =  ^ 7 ä ~ ~ 2'’ r==b +  a - wo>

(173a)

1 o To
l

~ 2U =  IV0 • X

Dann ist:

w0 =  g — c* -r* • w0- G(u); 0̂ =  - c * - i 0 -Te -G(u);

%  =  W0 fo>

w-y +  Wy • c* • r E • / ' (m) +  Wj •! e 71 ( f i ) -----1

1( —--
a • c* • r  ’ /  («) =  2 10 ■ rjQ • c* ■ r ■ ß ' (w)

i
+  2 o  • f 0 • (e —  ■ c* ■ t  2 ■ /(« )

usw. Anfangsbedingungen wie in (159).

0
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Beispiel. (Aus einer Veröffentlichung des 
Verfassers(79) entnommen.) v0 — 400 m/s, 
amerikanisches Widerstandsgesetz (s. S. 31), 
c* =  0,1. Ausgangsbahnen <pj =  0° =  0,5);
<f2 =  30° (Aa =  0,75). Die Elemente dieser 
Bahnen sind nebenstehend in den Spalten 
1 —4 angegeben. Spalten 5— 12 enthalten die 
Funktionen £0 usw. Spalten 13— 16 geben die 
daraus berechneten Elemente einer Bahn 
mit 15° Erhöhung mit den Abweichungen 
gegen die wahren Werte an (Abweichungen 
in Klammern).

Man kann aus den Funktionen f 0(<), . . ., 
. . . auch die Erhöhung bestimmen, bei der 
in der Mündungswaagerechten die Flugzeit t 
erreicht wird. Denn es ist für y =  0:

i m
sin 95, d. h. Vo  ̂' Vi

i o  +  ^  '  i i
=  2A— 1.

Das ist eine quadratische Gleichung für A. 
Für t =  24 s erhält man z. B. daraus 
A =  0,65612 oder <p =  18,19° (richtig ist 
18,21°). Damit findet man dann weiter 
X  -  7955 m (Fehler= +  8 m) und tu =  20,98° 
(Fehler =  —  0,03°), ve =  318,4 m/s (richtig 
ist 319,6 m/s).

Mit diesen Beispielen ist die Anwendungs
möglichkeit der Parameterentwicklungen 
noch keineswegs erschöpft. Wir werden wei
ter unten bei der Behandlung der Flug
bahnstörungen noch einmal auf dieses Ver
fahren zurückgreifen*.

c) T e ilbogen berechn u n g der 
F lugbahnen

Bisher haben wir die Integration der 
ballistischen Differentialgleichungen der 
Bewegung unter beschränkenden Annah
men über die Form des Widerstands
gesetzes, über die Höhenveränderlich
* An Arbeiten, die ebenfalls auf der Grund
lage der Popoffschen Parameterentwicklun
gen stehen, sind noch zu nennen die von 
Weißmann(79a) (numerische Prüfung) und 
die von Eggers(79b) (Verwendung in einem 
Teilbogenverfahren; s. § 16 c).
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keit der Luftdichte und der Lufttemperatur und über den Ab
gangswinkel vorgenommen. Diese Einschränkungen sind aber nur 
für einen kleinen Teil der in der Praxis vorkommenden Fälle mög
lich. Zudem können durch die beschriebenen Näherungsannahmen 
immer nur bestimmte Elemente einigermaßen genau mit der 
Wirklichkeit in Einklang gebracht werden. Die moderne Artillerie 
arbeitet mit Anfangsgeschwindigkeiten, die 1000 m/s erreichen und 
darüber hinausgehen können; dadurch werden Steighöhen der 
Flugbahn erreicht, bei denen Luftdichte und Lufttemperatur 
auf Bruchteile ihrer Bodenwerte absinken und damit den Luft
widerstand erheblich verringern. Dazu kommt, daß auch Flug
bahnpunkte außerhalb der Mündungswaagerechten genau bekannt 
sein müssen, um Luftziele wirkungsvoll bekämpfen zu können. 
Um allen diesen Forderungen rechnerisch gerecht zu werden, zer
legt man die Flugbahn in eine größere Anzahl genügend kleiner 
T e ilb ögen , statt den gesamten Flugbahnbogen in einem Zuge 
zu berechnen, und bestimmt die Endelemente jedes kleinen Teil
bogens als Funktion der Anfangselemente dieses Bogens. Es ist 
klar, daß die G enauigkeit praktisch beliebig weit getrieben wer
den kann, wenn nur die Teilbögen entsprechend klein gewählt 
werden. Wir werden im folgenden drei Methoden untersuchen, 
die das Prinzip einiger in D eu tsch lan d , Frankreich  und 
Am erika entwickelten Integrationsverfahren dieser Art veran
schaulichen. Zu den in die Reihe solcher Teilbogenverfahren ge
hörigen Methoden rechnen wir nicht die Verfahren der num eri
schen In teg ra tion  von Differentialgleichungen (z. B. R unge — 
K u tta  u. ä.); diese werden wir weiter unten gesondert behandeln.

1. Besonders 0. v. E berhard182* hat darauf hingewiesen, daß 
die für genaue Flugbahnrechnungen nicht in allen Fällen geeignete 
Methode von S iacci für die Teilbogenberechnung nutzbar gemacht 
werden müsse, da die dafür vorhandenen ballistischen Tabellen
werke unter Umständen mit großem Vorteil herangezogen werden 
könnten. Er hat dafür auch geeignete Formeln angegeben. Wir 
wollen hier eine im Prinzip ähnliche Methode beschreiben, die je
doch von den Eberhardschen Entwicklungen in manchen Punk
ten recht erheblich ab weicht.

Wir schreiben die Hodographengleichung zunächst in derForm(46)

du
dz

dv c ■
— j -  =  SEang 2 H-----v ■ dz 0

, dJ^l . V2 .R
H ; j w )9
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Dazu kommt die Differentialgleichung für y

dy v2 ~_ =  . -a n g * .

• ■ • i / TFühren wir hier zunächst die neuen Veränderlichen =  v • j/ ^ 0 ,
T  .

drj =  -rp*yj ‘ dy ein, so erhalten wir zunächst, wenn wir berück
sichtigen, daß

P(y) __ <% ) T ( y ) _  _ - a .r,' 1
Po <5n ' T 0 c ’ Ä - T » T{y) — T0 — A  - y 

[vgl. (13) bis (19)]

ist:

(174)

dm w1
.Zaria»;

d w  I w" A \  , C • (5„ . . .  - a - n—  = W .  Z a n Q Z . ■ » . / ( » ) . e ” .

Aus den Formeln drj =  dy • 0 und T(y) =  T0 — /I  ■ y
. . (?) 

gibt sich folgender Zusammenhang zwischen y und rj:

(175) e T , ' v  A  1 —  e
=  1~ - j r ' y >  d- h- y =  -

T „

A_
T n

Das System (174) soll nun zur Berechnung der Flugbahnelemente 
so umgeformt werden, daß die von S iacci eingeführte Funktion

die bekanntlich für das Widerstandsgesetz von S iacci tabuliert 
vorliegt, benutzt werden kann. Die von S iacci zugrunde gelegten 
Werte in J(u) seien mit gs bzw. fs(u) bezeichnet; hierbei ist 
gs =  9,8047 m /s2. Für ein beliebiges Widerstandsgesetz f(w) kann 
man nun immer schreiben

(176) f{w) =  h(w) • fs(w),
Athen, Ballistik 11
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wo h(w) aus h(w) =  \
chung in (174) über in

(174a)
— 2srs- dw

w - f s(w)

bestimmt wird. Somit geht die 2. Glei-

£an g2•
2 g ,— — . I l  

' g
■ w»

+  2c • d0 • -y- ■ h(w) •e~a'v dz.

In dieser Gleichung kann g, das von der geographischen Breite und 
von der Höhe über dem Erdboden abhängt, von gs verschieden 
sein. Zum Zwecke der Integration auf einem Teilbogen der Flug
bahn machen wir nun die Annahme, daß

(174b)
1.

2.

2/t _I 
\̂Ta ■ —

9,
9 =  A und

1± .Jl (wy e ~a '7> =  B 
9 9

im Intervall A 2 =  z1 — z0 konstant seien und Mittelwerte dieser 
an sich veränderlichen Funktionen darstellen. Dann ergibt die 
Integration von (174a):

(177a)
J (WX) =  J(W0) +  Ö O T  ' l 0 g ^  +  C - B .  (2 0 -2 ,)

=  J K ) + ^ . l o g g [ | ? - B . / l Z

Die Zeiger 0 bzw. 1 sollen andeuten, daß für das betreffende 
Element sein Wert am Anfang bzw. am Ende des Teilbogens zu 
nehmen ist. — Nachdem also J (wx) numerisch bekannt ist, kann 
mit Hilfe der J (u) -Tabelle von Siacci das Argument w1 bestimmt 
werden (für J (u) vgl. auch den Tabellenanhang). Um hieraus die

Geschwindigkeit vx =  wx - I am Ende des Teilbogens zu
1 •* 0 . .

berechnen, muß yx oder, was dasselbe ist, rj1 bekannt sein; in 
der Gleichung

wadr\ — — — ■ SArtg 2 ■ dz
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ersetzen wir — • Jang z durch den konstanten Mittelwert

B =  Wa ™' • FJang z„ • Jang Zi, 

womit durch Integration dann sofort

(177b) ■>lo — V i =  w° 'p- - • y jan g  z0 • Sang z1 -A z

erhalten wird.*
Mit Hilfe der nunmehr entwickelten Formeln stellt sich der 

Gang der Berechnung für einen Teilbogen folgendermaßen dar: 
Die Werte rj0, w0, z0 am Anfang des Teilbogens sind bekannt, ent
weder als Anfangsbedingungen der Flugbahn oder als Endelemente 
des vorhergehenden Teilbogens. Die Werte rjv wx am Ende des zu 
berechnenden Teilbogens werden geschätzt bzw. aus den voran
gehenden Teilbögen extrapoliert. Sodann bildet man die Aus
drücke A  bzw. B am Anfang und am Ende des Teilbogens und 
nimmt die geometrischen Mittel

A i bzw. Bm =  ]jB0 • Bx

als konstante Mittelwerte auf dem betrachteten Teilbogen. Mit den 
Formeln

(178)

vi =  arg{ J (Wj) } =  arg { J(w0) +  A m- l o g | ^ — Bm ■ Az}

V i = V o — Wq- W- ■ / J a n g  z0 ■ S a n g  Zi ■ A z;

A =
0,4343 ’ B™ =  r, ■ R„

findet man verbesserte Endwerte wlt f]1, mit denen die Rechnung 
wiederholt wird. Diesen Prozeß wiederholt man so lange, bis wv 
sich nicht mehr ändern. Für die Rechnung ist es zweckmäßig, die

* Der Wert von ( tj1 —  rj0) kann darüber hinaus noch genauer bestimmt 
werden, wenn man von der Reihenentwicklung (ĵ  —  rj0) Gebrauch 
macht, wie es z. B. bei der „Methode G.H.M.“  für o geschieht (vgl. 
Formel (180a), S. 167). '

li*
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Funktionen A  und B ■ e a’ n, sowie e~a'v vorher zu tabulieren, was 
keine Schwierigkeiten macht. — Nachdem die endgültigen Werte 
wv Vu zi festliegen, bestimmen sich vx, yv i)1 aus den Formeln

* i =  « ’i • f ( y ,) .
To ’

A

T 0

d, =  2 arc tg e2' — — .

Auf diese Weise ergeben sich alle Werte v, y auf der ganzen Flug
bahn als Funktionen von z. Die Elemente x und t findet man zum
Schluß durch eine numerische Quadratur (s. § 19).

Beim Rechnen selbst wird zweckmäßig ein festes R ech en 
schem a benutzt, das etwa die Form des nachstehend gerechneten 
Beispiels hat. ,

Beispiel. Es sei: ^  :
9

2,436; f(w ) aus der Kruppschen Tabelle;

A  =  0,006 ^  ; T 0 =  283° abs.; <50 =  1,22 kg/m3; t'0 =  850 m/s;

gs =  9,8047 m /s2; <p =  22° 19' 50” , d. h. z0 =  0,40; g == 9,8 m /s2. In 
diesem Beispiel werde der erste Teilbogen mit Az — z, —  z0 =  —  0,08 
berechnet.

Die genaue Integration dieser Bahn, die von S tanke(iOO) durchgeführt 
wurde, liefert Zj =  0,32; =  1414; w1 =  605,9. Die Fehler unserer
Integrationsmethode sind also verhältnismäßig gering. Sie wären noch 
herabzudrücken durch Verkleinerung der Teilbögen; gerade in unse
rem Beispiel haben wir den ersten Teilbogen im Verhältnis zur Anfangs
geschwindigkeit sehr groß gewählt (die Geschwindigkeitsabnahme be
trägt auf diesem Teilbogen über 250 m/s!).

2. Eine in Frankreich vorzugsweise angewandte Teilbogen
methode besteht darin, auf jedem Teilbogen mit einem konstanten 
Mittelwert der Luftwiderstandsverzögerung zu rechnen. Dies ist 
die sog. „Methode G. H. M.“  (Garnier-Haag-Marcus(13,)> die 
während des Weltkrieges entstand. Wir schreiben die Hodo- 
graphengleichung in der Form

d(v • cos#) 
v ■ cos #

d»  
^ cos# e ■ dz-, ; = lntg (f  + t )-

Dabei ist, wenn konstante Temperatur und mit der Höhe veränder
liche Luftdichte gemäß der Everlingschen Verteilung angenommen 
werden,

Q --------e
9 /(«)■
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Somit wird
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(179)
—  =  cos t? • =  — p • (n • p +  m • sin ■&),dz du ~ '

f ' ( v )  k  • v2wo n =  v • ’L77-r ; m =  n H-------- .
/(«> ?

Die ganze Flugbahn wird in Einzelbögen aufgeteilt, deren Anfangs
und Endneigung durch das konstante Intervall Az =  ẑ  — z0 ge
geben sind. Ersetzen wir nun in (179) die Differentiale dg und dz 
durch die endlichen Differenzen A q und A z, so gilt näherungsweise

A q =  — g0 ■ (n • po +  m0 ■ sin #0) • A z

und für den Mittelwert gm auf dem Teilbogen: Qm =  \ (o0 +  gj), d. h.

i A q
Q m  =  6 o +  -g- •

Schließlich wird nach Integration der Hodographengleichung

(180) ,  V,  • COS
m —------- q1

c 0  • COS v 0 (?tn • ln

Damit ist also, da &x durch A z festgelegt war, der Endwert vx der 
Geschwindigkeit bekannt. Aus den bekannten Differentialgleichun
gen leitet man ohne Schwierigkeit für die übrigen Elemente die 
Näherungsgleichungen ab:

A x  — — (d0 ■ cos0O) ■ {vx • cos^j) ■ A x;

A y  =  — (v0 • cos0O) • («! • cos#x) • A y;

(lg l) At =  — V(v0 • cos#0) • (tij • cos§ x) • A x;

A , =  A ( ^ =  ;

A — A \ — tg^ o
v l 2fif ) 2g '

Die nunmehr erhaltenen Elemente lassen sich noch verbessern;
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entwickelt man nämlich den Hodographen in eine Taylorreihe, so 
folgt

ln («! • cos #j) — ln (v0 • cos $0)

= ■A2 + ( i r )0' + © )„  • + - Rc8tglied’
d. h.

, V,  ■ cos .ln—-------=  p, -Az ,4). . nne c * 7

wo pi =  p0 +  2 -e 'o -^ 2 +  - f j - - (^ 2 )2 +  ' 

somit

Qi— (go +  y )

Andererseits ist nun für den Hodographen

ÖQ =  Q i —  Qo ^ Q q' - A z  +  i| _ .(Z l2)2 H------

Näherungsweise ist bei Vernachlässigung höherer Glieder

(180a) e =  ■^-•(Jz)2 =  <5g — A q , d. h. also =  p0 +  +  y -

Nachdem man also zunächst q0 und A  n , d. h. gm, dann vx aus (180) 
und schließlich y 1 aus (181) bestimmt hat, ergibt sich ein genaueres 
Qi, man kennt dann &Q =  Qi — Q0 und damit e, d. h. die an
ln (% • cos $j) anzubringende Korrektur |/1 z ■ -| -j. Ähnlich lassen
sich auch für A  x,  A  y ,  A  t solche Korrekturwerte berechnen, die 
von e und A  z, bzw. z0 und zx abhängen. Alle in diesem Verfahren 
vorkommenden allgemeinen Ausdrücke sind fabuliert, so daß die 
ganze Rechnung neben der Anwendung dieser Tabellen auf den 
bloßen Gebrauch einer Logarithmentafel abgestellt ist. — Der 
Leser wird leicht erkennen, daß das beschriebene Verfahren auch 
auf den Fall veränderlicher Temperatur ausgedehnt werden kann.

3. Eine in A m erika(13,(25) entwickelte Methode geht von den 
Bewegungsgleichungen (43; 44) aus, die wir für den Fall der
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soeben betrachteten Everlingschen Luftverteilung schreiben 
können:

(182) i

du 
dt 
dw 

j dt

=  — R • u; wo

=  — 9 — R ‘ W,

u =  x =  v • cos ’&i w =  y  =  w • s in $ ;

R =  c * . e - k-» . M .V
Hierin kann R in eine Taylorreihe entwickelt werden:

R =  R0 +  ai ' 1 +  a2 • t2 H------ . wo ax =  » usw-

^Dafür setzt man auch zuweilen R = R0 ' 
l + b - A t ’ At  — tx t0. J

In der ersten Berechnung werden alle a„ =  0 gesetzt. Dann erhält 
man die Formeln (78) im § 6 b. Mit den Endelementen des Teil
bogens in /j kann man somit R1 und daraus

«i Ri Rq
At bzw. Ro Ri 

Ri

bestimmen. Mit diesen verbesserten Koeffizienten R(t) wird die 
Rechnung so lange wiederholt, bis keine Änderung der Endelemente 
mehr erfolgt.

•• Ö RMan erkennt, daß die kleine Änderung öcq =  die Ver
besserungen

<5u   dw
u w

öx
x -L.t.öR-, öy=^-öx2 ’ * ua

nach sich zieht.
Nachdem auf diese Weise die ersten Teilbögen berechnet sind, 

kann man die einzelnen Elemente durch Extrapolation über die 
höheren Differenzen recht genau im voraus abschätzen. Die Be
rechnung des Bogens dient dann zur Kontrolle und Verbesserung der 
geschätzten Werte. Selbstverständlich läßt sich auch das amerika
nische Verfahren auf den Fall veränderlicher Temperatur ausdehnen.

4. Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer Methoden, die für 
die Teilbogenberechnung bekannt geworden sind. So ließen sich 
z. B. die Tabellen von O tto für das quadratische Widerstands
gesetz, ferner die Tafeln von B asforth  für das kubische Wider
standsgesetz usw. nutzbar machen. Wir können auf die in großer 
Anzahl vorhandenen Vorschläge nicht näher eingehen.
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§ 17. Zusammenfassende Übersicht der Integrationsmethoden 
für die ballistischen Bewegungsgleichungen

1. Mit v =  e«, sind =  r  lautet die H o d o g ra p h e n g le ich u n g

d z  1 — T2 
d u  t -j- q (u )

Für jede Lösung z  =  rp(u) wird
C*
—  •/(« )  =  e(»)

1 ---<P2(u)
<p'(u) <p(u).

Wird zur Abkürzung A ( u , z )  = 1 — T»
T  +  Q ( U )

gesetzt, so ist die Hodo
graphengleichung der partiellen Differentialgleichung

dz dz
A (u, z) • —  +  —  =  0 dz 1 du

gleichwertig; jede Lösung z(u,z) stellt eine Fläche dar, auf der jede 
Flächenkurve z  =  <p{u), die z =  const. zur Folge hat, eine Lösung der 
Hodographengleichung ist. Alle Lösungen z(u,z) der partiellen Diffe
rentialgleichung, für die einer der Ausdrücke

dz I dz\n
z; J 7 : \dV) ;

rational in z  wird, führen die Integration der Hodographengleichung auf 
Quadraturen zurück (D rach).

2. Die P o te n zg e se tze  gestatten, den Hodographen in geschlossener 
Form, die übrigen Flugbahnelemente durch Q u adratu ren  darzustellen. 
Man erhält

vn =
n  ■ cn

9

sec» &

[C -£ » (# ) ]
- g - x  = d( tg0 )

- g - y  =
t g &  ■ d ( tg &)

- g - t  =
C d(tg&)

, 2 ’

n ■ c„

dabei ist: £« (§) = f- d »

J cos B "r 1
; C = 9

n ■ cn - (v0 - cos <pn) £»(?)•

n

3
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Besondere Bedeutung haben diese Formeln für n =  2 (Otto-Tabellen) 
und n =  3 (Tafeln von B a sh forth ) erreicht. Weiterhin sind diese 
Formeln für die Zonenpotenzgesetze wichtig, die mit von Zone zu Zone 
der Geschwindigkeit wechselnden Exponenten n \c • f(v )  =  c • m ■ tn] 
benutzt werden. —  Für n =  1 ergeben sich die g esch lossen en  Glei
chungen des lin ea ren  Widerstandsgesetzes.

3. Bei Berücksichtigung der Luftgewichtsabnahme mit der Höhe ist 
die Zurückführung der Integration auf Quadraturen im allgemeinen 
nicht möglich. Die Lösung ist durch Quadraturen darstellbar, wenn die 
Widerstandsverzögerung die Form

c1-e~,c‘ v -v  oder ca • (1 -)- k • y) • v2

annimmt. Im ersten Falle ergibt sich die lineare Differentialgleichung

*(«*•'> - c* .,
dt (k • v0 • sin<p —  cx —  k • g • t) clt

deren Integral sofort angegeben werden kann. Die übrigen Elemente sind 
dann ebenfalls durch Quadraturen darstellbar. —  Im zweiten Falle er
geben sich die linearen Differentialgleichungen

ü =  - 3 ^ g f l  +  2c» + fc* - 8in» ; FTf)-

wobei f  =  jy -sin$ ; rj
1 - ( - fe .y

die nacheinander durch Quadraturen zu lösen sind.
4. Im Falle eines a llgem ein en  Widerstandsgesetzes von der Form 

D* ‘ f ( v) konstanter Temperatur und konstantem Luftgewicht er
hält man verhältnismäßig einfache Lösungen durch Integration ange
näherter Differentialgleichungen. Es läßt sich eine v era llg em ein erte  
Hodographengleichung

d l
dw

J7_
c*

a +A «.[y  (») — g]
F 6 +  Aa-{x(#) — 6}

f  =  $ y>(#) • d & ;  w — v- cos#

angeben, die für A2=  1 in die Hodographengleichung übergeht. Die 
Lösung dieser verallgemeinerten Gleichung läßt sich nach Potenzen von 
A2 entwickeln. Durch Verwendung nur weniger Glieder dieser Reihe und 
geeignete Wahl der Konstanten o und b ergeben sich angenäherte 
Lösungen des Hodographen; z. B. die Lösung S ia c c i H I: Es werden 
die Abkürzungen

c* = 1
c ' . ß

(ß =  Ausgleichsfaktor); u v ■ cos & 
cos y  1
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D(u) =  -  f u • du
7 w ~ ;

A{u)  = 1
J(u) • u ■ du

T w
eingeführt; die Lösung lautet dann

tg#  =  tg cp —

y — x-tg<p

c'

[J (u ) —  J (u0)]; x =  ct ■ [D (w) —  D (v0)] ;

J K ) }*

2 cos* cp

c’ ■ x  ( A(u) —  A (v0)1

t =  •cos cp

2cos2<p \D(u) —  D(v0) 

[ T ( u ) - T ( v 0)].

Die prim ären  Punktionen J(u) usw. sind von S ia cc i berechnet und 
tabuliert worden. Darauf beruhen die für praktische Rechnungen ge
eigneten Pasella-Tafeln . Für ß  ist eine Tabelle mit den Eingängen 
X  (Schußweite) und cp (Erhöhung) vorhanden. Auf andere Weise, durch 
vorläufige Rechnung mit ß  =  1 und Verwendung der vorläufigen Er
gebnisse, ist die /S-Bestimmung von Vallier durchgeführt; es gilt danach

6/(«o) 5 / ( « , ) ' 1 6 / K )  1 5TW )
V  H < cos2 cp i>04 cos3 cp V

■(1 -  0,00011-y.)

C h arbon n ier  erhält

0 = 1 V2 für den aufsteigenden Ast und

ß = l für den absteigenden Ast der Flugbahn.

In den allgemeinen Fall lassen sich auch die Formeln von P o p o ff  
[ f  =  tg (jj*$ ) oder £ =  sin (re • #)] und eine verschärfte Lösung von 
C h arbon n ier  einordnen.

5. C a va lli hat gezeigt, daß bei Berücksichtigung exponentiell ab
nehmender Luftdichte (E verlingsche Formel) die angenäherte Haupt
gleichung

+  [*•«■ ■(! +  «*) +  »(«) - U - ^ f y s =  0

gilt, wo

| =  tg # ; J  =  — 2p-
h

du
7 w :

X Je • cos2 <p 
9 ’ ’

V • cos d u = ------------ .cos q)
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6 . Die Entwicklung der Lösung in Potenzreihen von x ergibt

y =  x -tg«p — g_ J___
2  \v„ ■ cos >pj

J M . I  x V
I 3 i’0 \i'0 • cos cpj

g_
12

Jc-ö0-f(v0)\* lc-d0-f(v0)\' | ^ i x \4 ,
J •(C <50 -/W  +  ?-Blny}](— — ) +  ..J

ü0 • cos 9?
I J ^  c ■ dp ■/(«,))_______x_ , 1 j/c -V / K )\2

<P 1 3 |\ r, j2 Kn

_  - i  ( C - 6 ~ - - j  ■ [ e  ■ <5„ • / ( « . )  +  <7 • s i n y  ]  | • ( ^ t ^ )  +  ■ ■ •

Für y = 0 und Reihenumkehrung erhält man für die Schußweite:

X = i>02 ■ sin 2  <p 
9

1 _  4 _ c _ V / K )  ^  _8_ _ c J j j f K )
3 g 1 9 0

c-<50 •/(*><>) t 3 v„ s 
— 0— i ' T ' y '  a° 'J( #)) • sin2 y -|-

a) Bricht man die Potenzreihe für y nach dem 3. Gliede ab, entstehen 
die Näherungsformeln von Piton-Bressant

y = x-tg<p- g ■ x*
2 K0 2 ■ C O S2 ff ■(1 +  Z -x );

t = 2
9 vg ■ cosqp 

tgd =  tg <p

V(1 +  3K ■ xf  — 1

f ’ * ,  -(2 +  3-g-s);i-5* . p.na* ' 1 ' 72 K02 • C O S2 <p

J

v • cos# =  v0 ■ cosy • (1  -|- 3K ■ x) ‘ 
Für die Mündungswaagerechte gelten die Formeln

X = X — 1 
K tgfu =  tgy -AfZ);

ve -cosa> = v0-cos<p-f2{Z); T = v0 • cos 9?■h(zy,

f1(Z) =  2 - Z ~ 1; f 2(Z) = (3 Z -2 )  2 ;
_3_

(3Z — 2) 2 — 1h(Z) =  T ■ { Z -1 ) - 1 .

Die Funktionen fi(Z), f t (Z), f3(Z) werden zweckmäßig tabuliert.
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b) Wird der Reihenrest der Potenzreihe für y  als nur von x  abhängig 
betrachtet, entstehen die Formeln des „A id e -M e m o ire “

tg CO 3, • COSi q>x 
COS* 95

„ cos 9) . , cos <pxv ■ cos & =  vex ■ cos tox ■------ —  ; t =  tx - ------—cos <px cos q>

c) Eine der D id ion -B ern ou llisch en  Näherungslösung für die 
Potenzgesetze äh n lich e  Entwicklung entsteht durch die Forderung,

x • ts(p —  y .
• • 008 r  möglichst genaudaß die Potenzreihe für

9
übereinstimmen soll mit dem Ausdruck

' v • (v —  1 ) • a2

Die Lösung lautet dann

A +  n —  1j i s i . ----------------  ;
A +  n —  2 ’

(n —  1 ) • g ■ sin 97

C„ • v0n

a =  cn • (v0 ■ cos (pY 

g ■ x-

2  A 4 -n  —  2
cos" 1<p

■■ a ■ x ;

y =  z - t g v - 2ij  ( =

tg # = t g ? ------- VCOS& =  X i ß0a<PV ’ cos1̂  v "  l

TU \ ------ 1 Tl \D(z) =  v— --------- ; J(z)-

v0 • cos <p 

• c<
v W ~ 9

( l + z ) - 1- !
V

y 2
(v —  1 ) • z

F(z) =  (1 4- 2) 2 ‘
7. Führt man das schiefwinklige Koordinatensystem (f, rj) ein, so 

lauten die Differentialgleichungen der Bewegung, wenn

£ =  x  • sec 97; rj =  x • tg <p —  y :

£ =  — c*- i -0(v) ;  rj=:g — c*-rj-G{v);

4£ -Vv2 =  (£ +  y)2- 1
(f +  i)2

■ ■ X
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wo A =  * __ sjn 2 _j_ . Die Lösung läßt sich nach Po

tenzen von A entwickeln. Bricht man die Reihen nach dem 2. Gliede 
ab, so ergeben sich die In te rp o la t io n sg le ich u n g e n

£(A, t )  =  f„(<) +  *• £i(0; »?(*>0 =  %(<) +  '*•m W -

Aus 2 genau berechneten Bahnen einer Schar lassen sich damit beliebige 
Bahnen interpolieren. Der Interpolationsfehler wird

A y> =  —  (A —  Ax) • (A —  Aj) ■ Qy,, (y> -  f  oder jj),

wenn gv den Reihenrest bedeutet. Soll im Intervall (A0 ,Ae) interpoliert 
werden, geht man zweckmäßig von den Ausgangsbahnen (A1( A2) aus, die 
sich durch die Gleichungen

i ' ä - i  ,  , n  +  i . .  
2V2 " *  1 2V2 ' ‘° ’

a2 1^ + 1
2 /2

■X, 12— 1
2^2

• An

bestimmen. Die Funktionen |0, f 1 (. . . sind vom Abgangswinkel unab
hängig.

8. Das T e ilb o g e n v e r fa h re n  ermittelt die Lösung durch Annäherung 
bestimmter Funktionen durch konstante Mittelwerte auf kleinen Teilen 
der Bahn.

a) So kann die Funktion J(u) von S ia cc i herangezogen werden, wenn

*4 = 1
0,4343

2a — A . h . .
Ss T0 g

f s ( w )

B =  2 c - ^ -  
9

ga -h(w)-e~

(a =  ä V J
1

durch konstante Mittelwerte ersetzt werden. Dabei sind ga u n d /3 (w) die 
von S ia cc i verwendeten Größen und drj =  rJ '̂a ^  . Dann gilt für
einen Teilbogen Az =  zx — z0:

T0 — A - y '

: arg { J (u>!)} =  arg J J (u>„) +  A m ■ log (SolZp
Gof Zj B m -A zw1

W Q • W x --------------------------------------
7h =  Vo---------—  ang z0 • $ang zj * ^ z •
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b) Setzt man bogenweise-----e~k' v
9

die Formeln der M eth ode G.H.M.:
’/ ( » )  =  Qm =  const., so entstehen

ln vi ■
v0 ■ cos&0 e,

A x =  — (v0 • cos#„) • (vx • cosdj) ■ A 

A y  =  — (vo • cos #0) • (vx • cos 0,) ■ A ;

A t =  — } (v0 • cos 0„) • (v1 • cos d,) ■ zi |“~ j -

An diesen einfach zu berechnenden Ausdrücken müssen noch gewisse 
Korrekturen angebracht werden.

Kap. V. Graphische, numerische und mechanische 
Lösung der außenballistischen Gleichungen

§ 18. Graphische Methoden

Der im vorangehenden beschriebenen Teilbogenmethode ist im 
grundsätzlichen Aufbau die graphische Integration der bal
listischen Differentialgleichungen ähnlich. Es gibt eine Reihe von 
Verfahren, von denen der eine Teil schnell zum Ziele führen soll, 
also schon von vornherein mit verhältnismäßig groben Näherungen 
behaftet ist, während andere wiederum, mit entsprechend größerem 
Arbeitsaufwand natürlich, sehr genaue Ergebnisse liefern. Alle 
aber beruhen darauf, in den Reihenentwicklungen für die Elemente 
der Flugbahn eine mehr oder weniger große Anzahl der Reihen
glieder durch die zeichnerische Darstellung zu erfassen. Wir 
wollen einige Methoden herausgreifen: Die eine gibt eine Nähe
rungslösung des Problems (Verfahren von V ahlen(4)); die andere 
gestattet, durch aufeinanderfolgende Wiederholung des Verfahrens 
und Verbesserung die Lösung mit größter Genauigkeit zu erhal
ten, wobei die Genauigkeit allerdings durch die Zeichenfehler 
und die Zeichengenauigkeit begrenzt wird.
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a) Das V erfahren von  Vahlen

Ein sehr einfaches Verfahren ist von Th. V ahlen(4) entwickelt 
worden. Die Flugbahn wird ohne Integration durch Aneinander
reihung kleiner Tangentenstücke konstruiert. Sei in Abb. 19 die

Strecke P0 Q0 nach Größe und 
Richtung gleich der Geschwin
digkeit v0 in P0. Von Q0 aus 
werde die Verzögerung durch 
den Luftwiderstand bis R ab
getragen; in R greift die Schwer
kraft g an, die senkrecht nach 
unten gerichtet ist und in Abb. 
19 durch RS  dargestellt ist. 
Dann ist P0 S =  v1 die Ge
schwindigkeit , des Geschosses 
nach Ablauf der betreffenden 

Sekunde. Die mittlere Geschwindigkeit in diesem Zeitintervall ist 
gegeben durch PqP ĵ, wo Px der Mittelpunkt der Verbindungs
strecke SQ0 ist. Trägt man nun in P x die Strecke P0S nach 
Größe und Richtung an, so läßt sich die Konstruktion wieder
holen. Man zeigt leicht, daß diese Konstruktion die Taylorent
wicklung intervallweise bis zum 2. Gliede annähert: Vektoriell 
geschrieben hat man

(183a) A t  — i  - A t  +  | r  ■ ( A t ) 2 -\------ ,

wo r die Komponenten (x , y), r die Komponenten (v • cos$, v • sin•&) 
und i  die Komponenten [— c • <5 • /  (t>)■ cos#, — g— c • <5 • /  (v) • sin #] 
hat usw. Weiter gilt

(183b) A i  =  — (tt> +  g) • A t  +  • • •

wo tt> und g die Vektoren der Verzögerung durch den Luftwider
stand bzw. der Schwerebeschleunigung bedeuten. Bricht man die 
Reihe für/1 r nach dem 2. Gliede ab, so folgt mit i  • (A t)2 ~  A  i  • A  t:

A x a * ( i + \ A x ) - A t .

Wendet man diese Vektorgleichungen auf die Konstruktion 
(Abb. 19) an, so ist für A  t =  1: r =  P 0Qo, i  +  Zl t =  P 0 S,  d. h. 
also P0 Pj =  r +  -|-Zl r.

Abb. 19. Flugbahnkonstruktion 
nach Vahlen
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b) G raphisches In tegra tion sverfah ren  
von  Cranz und R othe

Die Integration der ballistischen Differentialgleichungen kann, 
wie Cranz(1) und R oth e (56) gezeigt haben, auf graphischem  
Wege ausgeführt werden. Man muß sich das Verfahren so vor
stellen, daß zunächst eine Näherungslösung graphisch ermittelt 
wird, die durch Wiederholung der Konstruktion zu einer ver
besserten Näherungslösung führt usw. Dieses Verfahren ergibt 
theoretisch erst nach unendlich vielen Wiederholungen die genaue 
Lösung; praktisch dagegen ist sie meist schon nach wenigen 
Schritten genau genug, wenn das Gebiet der ersten Näherung 
nicht allzu groß gewählt wird. Bevor wir jedoch näher auf diese 
Zusammenhänge eingehen, wollen wir das Verfahren schildern.

Wir verwenden die außenballistischen Differentialgleichungen 
(46), III. Form, und schreiben sie in der Gestalt

(184)
^ 7  =  Sang« +  F(y ,u) ;  = — 1— . Sangz;

Die Anfangswerte für die Lösung dieses Systems sind

z0 =  lntg ( - j  +  y )  . « 0 =  lnu0, 2/o =  °-

In zwei Koordinatensystemen (z, w), (z, y) mit gemeinsamer z- 
Achse kann man also zunächst die Richtungen der Anfangstangen
ten in den Punkten (z0, w0) und (z0, y0), (Abb. 20), einzeichnen.

Abb. 20. Graphische Lösung der Bewegungsgleichungen 
Athen, Ballistik 12
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Der Schnitt dieser beiden Geraden mit der Senkrechten durch zx 
gibt die Näherungslösung in den Punkten (zx, ux) bzw. (z1; yx); 
setzt man also diese Werte in (184) ein, so ergeben sich die neuen 
Tangentenrichtungen tg ax und tgßx; diese neuen Tangenten 
tragen wir nun in den Halbierungspunkten der Anfangstangenten 
zwischen den Senkrechten z0 und zx an und erhalten mit zx die
Schnittpunkte Px und Qv Man erhält durch Fortsetzung der
Konstruktion so zunächst eine Reihe von Punkten P0, Px,
P2, . ■ . bzw. Q0, Qlt Q2, . . ., die je ein kurzes Stück der
1. Näherungslösung darstellen. Nachdem somit ein kurzer 
Teil der Lösung angenähert bekannt ist, liest man in den Punk
ten P0, Px, P2, . . . ,  Q0, Qlt Q2, . . . die Werte (z, u, y) ab,
trägt sie in (184) ein und kann somit die Kurven bzw.

wiederum über gemeinsamer z-Achse zeichnen. Integriert
man diese graphisch, so entstehen verbesserte Lösungen für y 
und u. Aus den Integralkurven, auf deren Gewinnung wir gleich 
eingehen, liest man wiederum die Werte (u, y, z) ab, trägt sie
abermals in (184) ein und kann die verbesserten Kurven |z, j ,

|z, erneut zeichnen und graphisch integrieren; mit dieser aber
mals verbesserten Lösung wird das geschilderte Verfahren so oft 
wiederholt, bis im Rahmen der gewünschten Genauigkeit keine 
Änderung der Lösung mehr eintritt. — Wir haben nunmehr ein 
kurzes Stück der Lösung ermittelt. Der Fortgang der Integration 
vollzieht sich nun so, daß man die Integralkurve nach Augen
maß um ein Stück verlängert und dieses als 1. Näherungslösung 
für das nunmehr zu bestimmende Stück der Lösung betrachtet. 
Die beschriebenen Konstruktionen führen dann auch hierfür zur 
genauen Lösung. So fährt man fort, bis (y, u, z) in dem ge
wünschten Gebiet bestimmt sind, x und t finden sich durch ein
fache graphische Quadraturen der Differentialgleichungen

dx _ e2“ 1 d t _ eu
dz g £o|z ’ dz g ’

wo ja u als Funktion von z bereits bekannt ist. —
Wir betrachten nun noch die graphische Quadratur(33,(34)*: Be-

* Diese beiden Literaturangaben zur angewandten Mathematik sind eine
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kanntlich ist das Integral einer Konstanten a gegeben durch die 
Gerade

Ja • dx =  a • x-\- b,

wo die Integrationskonstante b durch Vorgabe des Anfangs
punktes A 0 bestimmt ist. Hat man nun eine beliebige Kurve 
y = f ( x )  zu integrieren (Abb. 21), so ersetze man sie zunächst

durch eine Treppenkurve, die teils unterhalb, teils oberhalb von 
f(x) verläuft, aber so, daß die in Abb. 21 gleichartig schraffierten 
Flächenstücke inhaltsgleich werden. Die Waagerechten dieser 
Treppenkurve haben als Integral somit Geraden mit der durch 
die Ordinaten vorgegebenen Neigung av. Markiert man die Werte 
dieser Ordinaten auf der «/-Achse und verbindet sie mit einem 
Punkt E, für den E 0  =  1 ist, so haben diese Verbindungslinien die 
Neigung av der Integralgeraden (av • x +  bv). Diese können also in 
der aus Abb. 21 ersichtlichen Weise, im Anfangspunkt A0 be
ginnend, gezeichnet werden. Durch Aneinanderreihung dieser Ge
raden erhält man ein Tangentenpolygon der Integralkurve, in das 
diese leicht eingezeichnet werden kann.

Wir wollen uns nun noch ein Bild über die Konvergenz der auf
einanderfolgenden Näherungen machen. Vorgelegt sei die Diffe
rentialgleichung

t !  =  /(x ’ »)■
Auswahl aus einer großen Zahl von Werken auf diesem Gebiet; sie wur
den angegeben, da sie in Zusammenstellungen die gebräuchlichen 
Methoden der angewandten Mathematik enthalten.

12*
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Das Integral lautet also
X

y =  y0 +  y) •dx-

Ersetzen wir unter dem Integral y in erster Näherung durch y0, 
so entsteht die 2. Näherung

X

y\ = Vo +  §f(x, y0) - dx
xa

usw., d. h. schließlich für einen beliebigen Index n :
X

yn+1 = y0+  §f(x, yn) - dx-
x a

Folglich ist die Abweichung von der genauen Lösung y gegeben 
durch

y — yn+1 = $U(x> y) — /(*> yn)] - dx-

Bezeichnen wir nun mit £„+ i, £ „ , . . .  die Abweichungen

y yn-\-i =  ^n+i> y yn n̂> •••
und mit M  das Maximum des Ausdruckes

f(x, y) —f(x, yn) 
y — yn

für alle (x, y, yn) im Intervall (a;0, x), so ist nach dem Mittelwert
satz der Integralrechnung(XII)

e „ + i  ^  M  •£„ • | x — x0 | ^  M 2 • £Ä_ 1 | x — x0 \2 
^  • • • <  Mn • | x — x0 |« • Ej,

d. h. wählt man das Integrationsintervall (x0, x) klein genug, so 
wird M • | x — x0 | <  1; für genügend großes n, d. h. für genügend 
oft wiederholte Integration wird also £ „ + i  beliebig klein und 
konvergiert für n —>• oo gegen die genaue Lösung. — Dieselben Be
trachtungen lassen sich sinngemäß auf Systeme von Differential
gleichungen ausdehnen. — Man erkennt also, daß das oben ge
schilderte Verfahren die gewünschte Lösung mit beliebiger Ge
nauigkeit ergibt, wenn man die Integration nur genügend oft 
wiederholt und die Teilintervalle der Lösungen nicht zu groß wählt.
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§ 19. Numerische Integration 
der ballistischen Differentialgleichungen

Das im Vorangehenden beschriebene Verfahren der schritt
weisen Näherungen läßt sich auch numerisch bequem durch
führen, vor allem dann, wenn eine Rechenmaschine zur Verfügung 
steht. Bevor wir das entsprechende Verfahren schildern, zeigen 
wir eine Methode auf, die nach einem Vorschlag von V eith en (85) 
aus dem numerischen Integrationsverfahren von R u nge-K utta (34) 
entwickelt wurde. ■

a) Das V erfahren  von  R u n ge-K u tta  

Ist das Gleichungssystem

(186) (a) =  F(z, w, y) (b) -^ - =  G(z, w, y)

vorgelegt, so ergeben sich bei einem Zuwachs h bei z für w bzw. 
y die Zuwachse k bzw. I:

(a) k =  y (&2 +  h)

+
wobei

(b) l =  -g- h +  (l2 +  h)

+
wobei

(187)

*1 =  F(z, w, y) • h\

K  =  F{z +  \h,

w +  i fci> y +  r h )  • h’>
&3 =  F(z +  ±h,

w + i^2. y + \ k )  ■ h\
ki =  F(z +  h, w +  k3,

y +  h ) - h

h =  G(z, w, y) • h;
12 =  G(z +  \ h , w +  \ k 1,

y + -|y •
13 =  G { z +  \h, w +  \ k 2,

y + \  h) ■
/4 =  G(z +  hT i v + k 3,

y +  l3) -h .

Durch diese Formeln wird die Taylorreihe bis zu Gliedern 4. Ord
nung wiedergegeben; Näheres lese man in der einschlägigen Lite
ratur nach <33/34) j n (]en ballistischen Anwendungen kann man 
irgendein beliebiges System der Differentialgleichungen [(43) bis
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(47)] heranziehen; als Beispiel nehmen wir 
das beim Teilbogenverfahren in (§ 16c) be
nutzte (174), dessen Ergebnisse auf diese 
Weise nachgeprüft werden können.

Beispiel. Daten wie in (§ 16 c), also va =  850 m/s;
z0 =  0,40; zl =  0,32; ^  =  2,436. Das Rechen-

9
schema ist nebenstehend wiedergegeben. In den 
obigen Gleichungen ist somit

0(z ,  w,T])=: —  —  • $angz;

F{w,z,ij) =

Ein Vergleich dieses Ergebnisses mit demjenigen 
aus (§ 16c) zeigt folgendes: Die Annäherung in 
y  ist von gleicher Genauigkeitsordnung; dagegen 
wird wy wesentlich schlechter wiedergegeben, eine 
Folge des zu g ro ß e n  Intervalls Az.  Jedenfalls 
erkennt man, daß bei g röß eren  A z-Schritten 
die Teilbogenmethode vorzuziehen ist. Die Be
rechnung von x  und t erfolgt sinngemäß. Wir 
wollen die Berechnung hier nicht numerisch durch
führen, sondern nur darauf hinweisen, daß x und 
t reine Funktionen von z sind, da y  und w als 
Funktionen von z auf Grund der vorhergehenden 
Integration bekannt sind. Man kommt also für 
diese Elemente mit den Formeln (a) der Gleichun
gen (186/187) aus.

b) Das V erfahren  
der w iederh olten  In tegra tion

Wir wollen nunmehr daran gehen, das im 
Abschnitt (§ 18b) geschilderte graphische Ver
fahren als numerische Methode darzustel
len. — Zunächst ergibt sich für das Integral 
der Differentialgleichung

y' =  /(z , y)
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aus der integrierten B esselschen 
In te rp o la t io n s f orm ehIX) die 
Beziehung

(188)

9  + 1
— */, =  j '/(* , y )dx  =y

V

h. f  1 
2

J_ A*fv+A*fv + i 
12 * 2

1]_ Aif v +  Aif v+ i _____
720' 2

Hierin bedeuten: xw =  *0 +  v • h; 
yv ist der dazugehörige Wert der 
Lösung. Weiter ist fv =  f (xv, yv), 
während A 2fv usw. die Differenzen
2. Ordnung usw. an der entspre
chenden Stelle darstellen. Die Be
deutung der Bezeichnungen geht 
auch aus dem nebenstehenden 
Differenzen- und Rechenschema 
hervor.

Für die Anwendung der Formel 
(188) muß die Kenntnis der /„, 
d. h. der yv vorausgesetzt werden. 
— Das ist aber zunächst nicht der 
Fall; wir können jedoch die yv 
durch Näherungswerte y*1* erset
zen, die wir in f(x, y) eintragen, 
womit dann fv =  f(xv, y^ j  ent
steht. Aus diesen Näherungsfunk
tionen ergeben sich die Differenzen 
A 1̂ ,  A 2fv, . . ., die, in Formel 
(188) eingetragen, die zweitenNähe
rungswerte y^] ergeben. Wieder
holt man mit diesen y ^  denselben 
Prozeß, so konvergieren die weite
ren Näherungen gegen die wahre

■A\sn •Aisn

n

5?
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Lösung, wie wir oben gezeigt haben. Für v =  0 erhalten 
wir den bekannten Anfangswert y0. Die ersten Näherungswerte 
y ^  werden zweckmäßig aus der Rekursionsformel

(i89) y('U = y^ + t{x̂ yT)-h
gebildet, die aus der Taylorreihe durch Vernachlässigung der höheren 
Glieder entsteht. Nachdem die ersten yv genau bekannt sind, kann 
man bei Fortführung der Rechnung die weiteren yv über die 
Differenzen zJ4, A 3, A 2, A 1 durch Extrapolation bestimmen, z. B.: 
Es sei A if3 —A*f2; dann wird Zl3/43 = A i fi +  A 3f33, A 2fl =  A 3fi3 
+  A 2f3, A 1f5i= A 2fi +  A 1fi3, / 5= ^ 1/ 54 +  /4- Bei der Prak
tischen Durchführung der Rechnung wird man das Differenzen- 
und Rechenschema mit Bleistift ausfüllen und die endgültigen 
Werte erst dann mit Tinte eintragen, wenn das Ergebnis bei 
Wiederholung der Rechnung nicht mehr geändert wird. Handelt 
es sich um die Integration eines Systems von 2 Differentialglei
chungen, wie es ja in der Ballistik der Fall ist, so muß natürlich 
mit zwei getrennten Differenzenschemata gearbeitet werden, in 
Analogie zum oben beschriebenen graphischen Verfahren von 
Cranz und R othe. Die Integrationsformeln usw. ändern sich da
durch jedoch nicht.

An dieser Stelle sei auf einen neuartigen Lösungsansatz hingewiesen, 
den in allerletzter Zeit B u ceriu s(60) gegeben hat. Statt als Anfangswert
problem formuliert er das außenballistische Problem als Randwert
aufgabe, bei dem Schußweite X und Flugzeit T vorgegeben werden. Das 
führt auf Integralgleichungen für x(t) und y(t) von folgender Form

x ( t )  =  - j r

T

jo. it ,  t')
0

f(v)
V

• dt';
t = t'

T

y{t) =  jo. it ,  n  .
0

dt‘
t = t

wo 0.it,t') die bekannte G reen sch e  Funktion

G.{t, t') =
für t ^ t '

für t ;> f
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ist. Die Lösung der vorstehenden Integralgleichungen erfolgt nach der 
Methode der unendlich vielen Variablen mittels des Ansatzes

CO

i
und der Bilinearrelation des Kernes

y(t)
a-T*

£
T■)

\ t sin

'  1

Auf Einzelheiten können wir hier nicht eingehen; dazu lese man den 
Originalaufsatz nach. —  Eine praktische Verwertung dieses Gedankens 
scheint allerdings bisher noch recht schwierig, einmal wegen des erheb
lichen Rechenaufwandes, zum andern aber wegen der Tatsache, daß die 
Anfangswerte erst aus den Lösungen bestimmt werden können.

§ 20. Mechanische Integration 
der ballistischen Bewegungsgleichungen

Im Laufe der Zeit ist eine Reihe von Apparaturen beschrieben 
worden, die die Integrationen der ballistischen Differential
gleichungen auf mechanischem Wege durchführen sollen. Soweit 
es sich nur um die Hodographengleichung mit konstantem Luft
gewicht und konstanter Temperatur handelt, können die Vor
richtungen verhältnismäßig einfach gehalten werden, wie F il- 
loux(88), P asca l(87) und Vahlen(4) gezeigt haben. Schon die Be
rücksichtigung auch der übrigen Flugbahnelemente kompliziert die 
Apparate (Perrin(86), J ak ob (29) u. a.). In neuerer Zeit sollen in 
D eu tsch lan d , B elg ien  und A m erika ballistische Integraphen 
entwickelt worden sein, die auch der Höhenveränderlichkeit der 
Atmosphäre Rechnung tragen; ein ballistischer Integraph, der das 
Luftgewicht gemäß der Everlingschen Formel berücksichtigt, 
ist von Füsgen(89) beschrieben worden; über eine praktische Aus
führung dieses Geräts ist nichts bekannt. Auf jeden Fall sind 
solche für die moderne Ballistik geeigneten „Ballistographen“ sehr 
kompliziert, umfangreich und entsprechend kostspielig.

In neuester Zeit ist von ö . M. Salih(65) eine Prüfung der wich
tigsten Methoden der äußeren Ballistik zur Ermittlung der Geschoß
bahnen hinsichtlich Genauigkeit und Zeitaufwand vorgenommen
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worden. Wir können hier auf seine Ergebnisse nicht näher ein
gehen. Diese ausführliche Arbeit kommt zu dem Schluß, daß die 
graphische Methode von Cranz und R oth e in jeder Beziehung die 
vorteilhafteste sein soll. Neben dem Verfahren R u n ge-K u tta  
ist ein numerisches Iterationsverfahren leider nicht untersucht 
worden; die Praxis hat aber ergeben, daß z. B. das in 
(§ 19b) beschriebene Verfahren der wiederholten numerischen 
Integration der graphischen Methode von Cranz und R oth e  
bezüglich Arbeitsaufwand, wenn eine gute Rechenmaschine zur 
Verfügung steht, und bezüglich Genauigkeit durchaus g le ich 
w ertig sein dürfte*.

Kap. VI. Der Drall.
Einfluß der Kreiselwirkung auf die Flugbahn

§ 21. Allgemeine Gesichtspunkte

Bei der Berechnung der Flugbahn eines Geschosses haben wir 
bisher stillschweigend von der Annahme Gebrauch gemacht, daß 
das Geschoß als Massenpunkt betrachtet werden könne, in dem 
Schwerkraft und Luftwiderstand angreifen. Bei den modernen 
Langgeschossen der Artillerie stellt diese Annahme aber nur eine 
Annäherung an die Wirklichkeit dar, die zwar fast immer aus
reicht, bei theoretischen Untersuchungen jedoch nicht übergangen 
werden darf. Die Form dieser Langgeschosse hat, wie schon oben 
angedeutet wurde, mehrere Gründe: einmal Vergrößerung der 
Masse und damit der Querschnittsbelastung, was nach obigem zur 
Verminderung der Luftwiderstandsverzögerung führt, zum anderen 
aber die Möglichkeit zur Stabilisierung des Geschosses durch Ro
tation um die Längsachse. Diese Rotation wird dem Geschoß durch 
die von links nach rechts im Geschützrohr verlaufenden Züge ver
mittelst des sich in diese Vertiefungen einpressenden kupfernen 
Führungsbandes des Geschosses aufgezwungen. Sie bewirkt, 
daß das Geschoß die Eigenschaften eines Kreisels annimmt und,
* Während der Drucklegung dieses Buches erschien eine Schrift von 
K. Stange(3l), welche die ausführliche Darstellung eines Iterations
verfahrens enthält.
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wie unten noch näher auseinanderzusetzen sein wird, eine Prä- 
zessions- und Nutationsbewegung um die Flugbahntangente aus
führt. Dadurch fallen Geschoßachse und Flugbahntangente nicht 
mehr zusammen; das Geschoß bietet der vorbeistreichenden Luft 
nicht mehr seine Spitze dar, sondern es wird seitlich von ihr ge
troffen. Durch diese Querstellung des Geschosses wird infolge der 
Vergrößerung der Angriffsfläche auch der Luftwiderstand ver
größert, zum anderen aber starke Einflüsse der Kreiselwirkungen 
erst ausgelöst.*

Die Querstellung des Geschosses wird bewirkt durch das Aus
einanderfallen der Angriffspunkte von Schwerkraft und Luft
widerstand: die S chw erkraft greift im Massenmittelpunkt des 
Geschosses an, während der L u ftw iderstan d  in einem Zentrum 
zwischen Schwerpunkt und Geschoßspitze einsetzt. Nach Ver
suchen, die der deutsche Mathematiker K um m er11101 1876 durch
führte, liegt der Angriffspunkt des Luftwiderstandes auf der Längs
achse des Geschosses, aber um so näher zur Geschoßspitze hin, 
je kleiner der „A n ste llw in k e l“  a des Geschosses gegen die Flug
bahntangente ist; in Abb. 22 sind diese 
Verhältnisse schematisch für verschiedene 
Anstellwinkel dargestellt. Der außerhalb 
des Gescho ß^chwerpunktes angreifende 
Luftwiderstand verursacht ein Dreh
moment um den Schwerpunkt, welches 
das Geschoß um eine zur Längsachse 
senkrechte Querachse nach hinten zu kip
pen bestrebt ist. Die Längsachse des Ge
schosses, die wegen der Rotation des Ge
schosses in diesem Falle die Figurenachse 
eines symmetrischen Kreisels darstellt, 
weicht aber dem Drehmoment senkrecht 
im Sinne der Geschoßrotation aus: das 
Geschoß führt eine Prä Zessionsbewe
gung aus. Dieser überlagert sich noch 
die aus der Kreisellehre bekannte schnel
lere Nutationsbewegung der Geschoß- 
achse um die Impulsachse.
* Während der Drucklegung dieses Buches veröffentlichte Th. 
Schunck(90a) eine sehr ausführliche Zusammenfassung aller bekannten 
Arbeiten zum Problem des rotierenden Langgeschosses.

Abb. 22. Angriffspunkte 
des Luftwiderstandes 

nach Kummer
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Durch geeignete Wahl der Geschoßform und des Geschoß
gewichts müssen nun die Kreiselwirkungen so auf den Flugbahn
verlauf abgestimmt werden, daß einerseits die Nutationswirkungen 
möglichst ausgeschaltet werden, um ein „F la ttern “ des Ge
schosses zu verhindern, d. h. um die „S ta b il itä t“  der Ge
schoßrotation zu gewährleisten; zum anderen muß die Präzessions
wirkung dazu ausgenutzt werden, daß die Geschoßachse stets 
möglichst nahe in die Flugbahntangente gezwungen wird, um 
„F o lgsa m k eit“ des Geschosses zu erreichen, damit es mit der 
Spitze im Ziel auf trifft.

§ 22. Folgsamkeit und Stabilität

Die Ausführungen dieses Abschnitts sollen nunmehr in Anleh
nung an die Darstellung von H änert(16) ein qu a lita tives  Bild 
der Verhältnisse beim rotierenden Geschoß geben, um eine passende 

^ ____ _ Abgrenzung bei der mathematischen Be
handlung des Problems zu ermöglichen. — 
In Abb. 23 ist die Meridianebene eines Ge- 

\ schosses herausgezeichnet, in der die Ge
schoßachse und die Richtung des unter dem 
Winkel a im Punkt P  der Achse angreifen
den Luftwiderstandes W liegen; diese Ebene 
führt daher auch den Namen W id er
standsebene. Auf dieser Ebene steht der
Vektor M  des durch den Luftwiderstand 
verursachten Drehmoments senkrecht*, in 
Abb. 23 nach vorn gerichtet. Mit der Ge
schoßachse gleichgerichtet sind anfangs die
Vektoren cd und 0  der Rotationswinkel
geschwindigkeit bzw. des Drehimpulses 

-* .0  =  C ■ cü, wo C das Trägheitsmoment um 
die Längsachse des Geschosses ist. Das 
rotierende Geschoß verhält sich dem Dreh-

Abb. 23. Verlagerung 
der Kreiselachsen 

beim Geschoß
* In den Entwicklungen zur Theorie des Dralls sollen die mit einem 
darübergesetzten Pfeil versehenen Elemente Vektoren darstellen, deren
Skalare ohne Pfeil geschrieben werden; z. B. M  ■■ 
moments, M  — skalare Größe von M.

■■ Vektor des Dreh-
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moment M  gegenüber wie ein Kreisel: seine Impulsachse, die 
zu Beginn mit Geschoßachse und Drehachse zusammenfällt,
weicht senkrecht zu M  und C • (o im Sinne der Rechtsrotation 
aus. Wirkt das Drehmoment, das zunächst als konstant ange
nommen werde, während der kurzen Zeit A t, so ist nach dem 
Flächensatz die Änderung des Drehimpulses gegeben durch

A Q  =  M ■ At.

Diese Komponente steht senkrecht auf der Kreiselachse und ist
parallel M. Dieser Vorgang wiederholt sich in jedem Zeitabschnitt 
A t, so daß der Impulsvektor einen Kegel mit dem halben Öffnungs
winkel a beschreibt, dessen Spitze im Schwerpunkt S des Ge
schosses liegt; dabei bewegt sich also die Spitze des Vektors 0  mit

A 0der Bahngeschwindigkeit -jj  =  M  auf einem Kreise, dessen
Radius gleich 0  • sin a =  C • cd • sin a ist. Die Winkelgeschwindig
keit fi dieser sog. „P räzession sbew egu n g“  ist mithin gegeben 
durch
(190) =

M
C ■ tu • sind ’

während der Winkel zwischen zwei benachbarten Lagen der 
Drehimpulsachse bestimmt wird aus der Beziehung

(191a) A x =  * » = M _ ' A t '

Bezeichnen wir nun noch mit A  das Trägheitsmoment um eine 
zur Längsachse des Geschosses senkrechte Achse in S, so ist 
wiederum nach dem Flächensatz

M - A t  =  A - A m

und somit der Winkel zwischen zwei benachbarten Lagen der 
Drehachse
. , n, 1 , i A co Af i ,(191b) Aw =  —  — —------ At.

Man erkennt nunmehr, daß nach Ablauf eines Zeitelementes A t 
die G eschoßachse, Im pulsachse und D rehachse nicht mehr 
zusammenfallen, da Aip und A% wegen C =j= A  verschieden sind.
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Wir nehmen nun vorübergehend an, daß die Einwirkung des 
Luftwiderstandes und damit des Drehmomentes M  nach Ablauf 
der Zeit At  auf höre; dann behält die Impulsachse ihre neue Rich
tung bei, während die Geschoßachse und die Drehachse um die 
Impulsachse eine Bewegung ausführen, die wir folgendermaßen

beschreiben können: Mit dem Geschoß 
ist ein spitzer Kegel mit dem halben 
Öffnungswinkel Arp verbunden, des
sen Achse mit der Geschoßachse zu
sammenfällt und dessen Spitze im 
Schwerpunkt des Geschosses liegt. 
Dieser Kegel rollt auf einem anderen 
spitzen Kegel, der mit der Spitze im 
Geschoßschwerpunkt festliegt und den 
halben Öffnungswinkel (A x  — Arp) 
hat, während seine Achse mit der 
neuen Impulsrichtung zusammenfällt. 
Im Abstande 1 vom Schwerpunkt 8  

(Abb. 21) rollen also die beiden Kreise und K 2 mit den 
Radien Arp bzw. (A%— Arp) aufeinander ab. Während der Zeit 
A t möge auf K x der Bogen (Ay1 • Arp) auf dem gleichgroßen Bogen 
A y 2 • {A X — A ty) des Kreises K 2 abrollen; es gilt also

(192) A y 1- A r p = A y 2- (A x~A rp ) .

Andererseits dreht sich aber in der gleichen Zeit K x um den Winkel
(A +  A y2), d. h. mit der Winkelgeschwindigkeit
diese muß gleich der Rotationsgeschwindigkeit co sein, d. h.

(192a) co =  A 7 r + A V* .
' At

Abb. 24. Bestimmung der 
Nutationsbewegung

Durch Verbindung der Gleichungen (191a), (191b), (192) und
(192 a) erhält man also für die Winkelgeschwindigkeit v =  derJ t
Rotation der Drehachse und damit der Geschoßachse um die 
Impulsachse:

(193) V =  co
A rp

Diese Bewegung der Geschoßachse um die Impulsachse heißt
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N utation ; sie erfolgt wesentlich, schneller als die Präzession und 
ist vom Drehmoment unabhängig. —

Wir kehren nunmehr zu dem Falle zurück, daß M  während jedes 
Zeitelements A t wirkt und daß somit die Präzession der Impuls
achse aufrechterhalten wird; dieser wird noch die Nutations- 
bewegung überlagert. — Das Geschoß wird nur dann als genü
gend stabil* bezeichnet werden können, wenn die Einflüsse der 
Nutation für jede kurzzeitige Lage der Impulsachse im Mittel 
von gleicher Größe werden; das ist der Fall, wenn die Nutations- 
bewegung sehr viel schneller abläuft als die Präzessionsbewegung. 
Denn dann erfolgen für jede Lage der Präzessionsachse noch 
mehrere Nutationsumdrehungen. Entsprechend bezeichnet man 
als „Stabilitätsfaktor“  den Ausdruck

(194) 4 (7 =  —  =  {C' ° ^  .

sina
Nur wenn a genügend groß ist, werden unzulässig starke Nuta- 
tionsamplituden vermieden.

Wir müssen nun den Begriff der F olgsam keit etwas näher er
läutern. Nach den obigen Bemerkungen soll erreicht werden, daß 
die Geschoßachse der Flugbahntangente stets möglichst nahe 
bleibt, d. h. daß sie ihr derart folgt, daß die Geschoßachse dauernd 
möglichst genau in die Tangentenrichtung fällt. Nur wenn die 
Präzessionsbewegung sehr viel schneller verläuft als die Drehung 
der Flugbahntangente entlang der Flugbahn, kann die Geschoß
achse der Tangente folgen. Im umgekehrten Falle wird die Ge
schoßachse fast stets einen großen Winkel mit der Tangente 
bilden; für einen seitlichen Beobachter wird die Geschoßachse 
nahezu sich selbst parallel bleibend erscheinen. — Die Präzes
sionsgeschwindigkeit ist fi [vgl. (190)]; die Winkelgeschwindigkeit 

. d&der Tangentendrehung ist [vgl. (45 a)]. Somit kann ein Ge
schoß als folgsam bezeichnet werden, wenn der Folgsamkeitsfaktor

(195) , d&
r = v : w

M v
sina C-co • ■ cos# ’

genügend groß ist. Da a am kleinsten im Abgangspunkt der
* Wir machen darauf aufmerksam, daß die hier gebrachten Ableitungen 
von „Stabilität“  und „Folgsamkeit“  nicht streng im Sinne der Kreisel
theorie sind, sondern mehr als Plausibilitätserklärungen aufzufassen sind.
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Flugbahn, /  am kleinsten ungefähr im Gipfelpunkt ist, definiert 
man diese beiden Größen zweckmäßig für diese Punkte:

(195a) _  (C-wf-g  , h-c-6(ys)-f(vs)-vs . P
0 4 -A-h-c*-f(v0)-P  ’ ls C-co-g2

Hierin ist h der Abstand des Angriffpunktes des Luftwiderstandes 
vom Schwerpunkt des Geschosses; für kleine Winkel a kann also

• P  . .M  =  h • cd(y) • f(v) • sina- — gesetzt werden. Schließlich be
merkt man noch, daß cr0 und fs sich durch Variation von C, c d , Ti, A 
im umgekehrten Sinne ändern. Infolgedessen wird man in der 
Praxis stets einen Kompromiß zu schließen haben, aber so, daß 
cr0 und /„ gleichzeitig genügend groß bleiben.*

Wir machen zum Schluß noch darauf aufmerksam, daß die Ge
schoßachse sich wegen des Rechtsdralls im wesentlichen auf der 
rechten Seite der Flugbahnebene aufhält. Somit muß also beim 
Fluge durch die widerstehende Luft ein S eiten abtrieb  nach 
rechts erfolgen.**

§ 23. Die Bewegungsgleichungen unter dem Einfluß des Dralls

Die in den Formeln (43) bis (47) gegebenen Differentialgleichun
gen der Bewegung müssen bei Berücksichtigung des Dralls eine 
Veränderung erfahren, die sich aus folgenden Überlegungen er
gibt: Die in den Widerstandstabellen niedergelegten Werte für 
f(v) bzw. K  (v) gelten strenggenommen nur unter der Voraus
setzung, daß das fliegende Geschoß von der entgegenströmenden 
Luft genau von vorne getroffen wird. Bei der Drallbewegung tritt 
nun aber ein „A n ste llw in k el“ a der Geschoßachse gegen die 
Flugbahntangente auf, so daß die dem Luftstrom dargebotene 
Geschoßfläche und damit der Widerstand vergrößert wird. Weiter
hin tritt eine seitlich nach außen gerichtete Komponente auf, die 
das Geschoß nach der Seite abtreibt. Schließlich wird durch die 
Schrägstellung des Geschosses ein Dreh mo me nt  um eine Quer
* C ran z(l) hält a0 =  1 für ausreichend, um einen guten Geschoßflug 
zu gewährleisten. Vgl. zu dieser Frage auch besonders die Arbeit von 
Schunck(96a).
** Nur bei Steilbahnen kann unter der Wirkung des Magnuseffekts auch 
Linksabweichung eintreten, wenn das Geschoß einwandfrei stabilisiert ist.
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achse des Geschosses hervorgerufen. Nach einem Vorschlag von 
Cranza) kann man für diese 3 Kräfte folgenden Näherungs
ansatz machen:

(196) Wt = W 0 - ( l + l t); WS= W 0 -XS; M = W 0 -h -X m.

Dabei ist Wt die in die Richtung der Flugbahntangente fallende 
und der Flugrichtung entgegengesetzte Komponente des Luft
widerstandes (s. Abb. 26); Ws ist die seitliche Komponente, die in 
der Widerstandsebene senkrecht auf Wt steht und außerhalb des 
Anstellwinkels so gerichtet ist, daß die positive Tangentenrichtung 
durch eine Rechtsdrehung nacheinander in die Impulsachse und 
die positive Richtung von Ws übergeht. M  ist das Drehmoment, 
das senkrecht auf der Widerstandsebene steht, während h den ' 
mittleren Abstand des Geschoßschwerpunktes vom Angriffspunkt 
des Luftwiderstandes bezeichnet. Ät, und Xm sind Funktionen 
des Anstellwinkels a, die in erster Näherung als von der Geschwin
digkeit unabhängig betrachtet werden können (Abb. 25). W0 ist

Abb. 25. Faktoren für die Komponenten des Luftwiderstandes 
(nach C ra n z )

schließlich der Luftwiderstand des Geschosses für a =  0, d. h. der 
in den Widerstandstab eilen niedergelegte Wert. Für kleine Werte 
von a kann man näherungsweise

A( =  0; =  sin a; =  sin a

ansetzen.
Athen, Ballistik 1 3
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Die Gestalt der Flugbahn wird bei Querstellung des Geschosses 
noch durch den Einfluß der M agnuskraft verändert; diese steht 
senkrecht auf der Widerstandsebene und ist M  entgegengesetzt 
gerichtet. Nach P. G. Tait ist der Betrag der Magnuskraft ge
geben durch

<%)(197) K  =  E - v • sm a • co,

wo d(y) das Luftgewicht in der Höhe y, a den Anstellwinkel des 
Geschosses, co die Winkelgeschwindigkeit der Rotation und E  eine 
von der Oberflächenform des Geschosses abhängige Konstante 
bedeutet.

Die Einflüsse des P o isson effek ts  und der se itlich en  R e i
bungen, die die Rotationsgeschwindigkeit des Geschosses ver
mindern und weitere Drehmomente verursachen, wollen wir im 
folgenden als geringfügig vernachlässigen. Weiterhin wollen wir 
annehmen, daß Stabilitätsfaktor aQ und Folgsamkeitsfaktor fs den 
oben angegebenen Bedingungen entsprechen, so daß die Geschoß
achse im wesentlichen mit der Achse des Drehimpulses 0  zu
sammenfällt. Bei der Entwicklung der Formeln bezeichnen wir 
wieder einen Vektor durch einen über seinen Skalar gesetzten 
Pfeil.

In Abb. 26 sei der Mittelpunkt der Kreise der Schwerpunkt S 
des Geschosses, £ die Richtung der Flugbahntangente, rj die 
Richtung der Flugbahnbinormalen senkrecht zur Schußebene und 
waagerecht nach rechts und £ die abwärts fallende Hauptnor
male der Flugbahn, a ist der Winkel zwischen Flugbahntangente
und Geschoßachse, in deren Richtung der Drehimpuls 0  fällt. 
tp ist der Winkel zwischen der negativen £-Achse und der Rich
tung von Ws. Die Richtungen von Wt, Ws, M, K  und 0  =  C - co 
gehen aus der Abb. 26 hervor. Man liest unschwer die Kompo
nenten dieser Größen in bezug auf die Achsen (£, f], £) aus der Ab
bildung ab; sie sind im nachstehenden Schema eingetragen. —■

(198)

w t W s M K 0

1 - W t 0 0 0 -|» 0  • cos a

n 0 -)- W s  ■ sin y> M  ■ cos y — K ■ cosip -)- 0  ■ sin a  ■ sin y>
f 0 —  W s  • cos i f M  ■ sin y> — K ■ sin v —  0  • sin a  • cos y>
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Wt, Ws und K  gehen in die Translationsgleichungen der Geschoß
bewegung ein. Somit ist bei Einführung eines im Geschoß
schwerpunkt liegenden, zum bisher benutzten .Koordinatensystem

(x, y, z) parallelen Systems und Benutzung der gewohnten Be
zeichnungen

x =  | • cos# +  C • sin#; y =  f  • sin# — f  • cos#; z =  i}\

folglich gilt mit Berücksichtigung des obigen Schemas das fol
gende System von Bewegungsgleichungen

13*
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(199)

X =

• [— Wt ■ cos& — Ws • cos%p • sin$ — K  • sin^ • sin-$];

y =

■jj-- [—Wt• sin$ +  Ws- cosip■ cos$ +  K  • sinf • cos#] — g; 

z =  - jf  • [Ws • siny> — K  • cosy]

(P =  Geschoßgewicht)

Zu diesen Translationsgleichungen kommen noch die Rotations
gleichungen für den Drall. Diese leiten sich folgendermaßen ab: 
Das Bezugssystem (£, rj, £) führt eine Drehbewegung um die r\-

. . . . . d vAchse mit der Winkelgeschwindigkeit —  aus, während das Ge
schoß in bezug auf dieses System seine Drallbewegung vollzieht. 
Für solche Relativbewegungen gilt bekanntlich die E ulersche 
G leichung in Vektorform

ß (h) —y -*■ —y
(200) ^  +  [ ß - 0 ] = M ,

in der 0  und M  die angegebene Bedeutung haben, während Q  der 
Rotationsvektor des Systems (|, rj, Q) ist. Seine Komponenten in
bezug auf |, r], f  sind bzw. |o, i) =  — _g ; c°8# > jjilfe
des obigen Komponentenschemas hat man also die 3 Gleichungen

—y
der Drallbewegung, wenn 0  die Komponenten 0 f, 0 , ,  0 ? hat:

0 f = _ ^ . 0 x Z  =  -  #  • Z
• • 1VT0 „  =  +  M • cos v} oder Y =  — -r—:----- Z

(201) 0 'sma
0 , =  +  #  • 9c +  M  • sinw Z  =  #  ■ X  +  —  Yl - ' ®-sina
Anfangsbedingungen : < = 0 : X = 1 ;  F =  Z  =  0 

wenn die Hilfskoordinaten

(201a) Z  =  cosa; Y =  s in a -s in y ; Z  = — sin a* cos ip
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eingeführt werden, welche somit die Koordinaten einer Kugel 
um S mit dem Radius 1 darstellen. Führt man 0  bzw. r  =  f t • d& 
(f =  Folgsamkeitsfaktor) als unabhängige Veränderliche in (201) 
ein, so ergeben sich die Gleichungen

(202)

Anfangsbedingungen:

bzw.

& — q> 
bzw. t  =  Tn

Damit ist die Lösung des außenballistischen Problems bei Drall
bewegung des Geschosses gegeben. Dabei muß das System (199) 
simultan mit einem der Systeme (201) oder (202) integriert werden. 
Die Wahl der angegebenen Anfangsbedingungen der Systeme (201) 
und (202) setzt voraus, daß das Geschoß ohne seitlichen Stoß das 
Rohr genau zentriert verläßt; bei neuen Rohren dürfte das im 
allgemeinen der Fall sein. .

§ 24. Die Integration der Bewegungsgleichungen 
bei Geschoßdrall

Die Integration des aus 6 Differentialgleichungen bestehenden 
Systems wird am zweckmäßigsten in mehreren gesonderten 
Schritten ausgeführt. Dabei führt die Methode der wiederholten 
Integration am ehesten zum Ziel. Ohne auf Einzelheiten einzu
gehen, wollen wir den Gang dieses Verfahrens kurz andeuten, 
dessen eingehende Betrachtung wir P o p o ff (92) verdanken.

Die erste Annäherung an die wirklichen Verhältnisse erhält man, 
wenn in (199) a — const =  0, d. h. Wt =  W0 und die Glieder mit 
K  und Ws gleich Null gesetzt werden. Man erhält dann die ebene 
Flugbahnkurve (x, y), von der alle Elemente in Funktion von t 
bzw. $  bekannt sind. Mit diesen Werten geht man in eines der 
Systeme (201) oder (202) ein, die nach Ausführung der Integra
tionen a und y) liefern. Mit diesen vorläufigen Werten kann man
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vorläufige Werte für Ws, Wt und K  bestimmen, worauf die noch
malige Integration von (199) verbesserte Werte für x, y, z usw. 
ergibt. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert die Lösung mit 
ausreichender Genauigkeit.

Wir wollen nun die Bestimmung von a und ip noch näher be
trachten. Um das System (X, Y, Z) zu erhalten, formen wir (202) 
noch ein wenig um. Da es sich um folgsam e Geschosse handeln 
soll, muß /  genügend groß sein, d. h. viel größer als 1. Wir schreiben

M  ■  v

C ■ co • sin a ■ g ■ cos #
W0-v

C • cu ■ g ■ cos#
h(a)-?-m(a)

sina =  Q(&) • x(a)

und
Qi'd') • dd1 =  dy. 

Folglich geht (202) über in

(203) d X
dy

Z d Y  „  dZ X  vvf j -f— = * • /> ; —  =  fr----x - YQ dy d y  Q

Nunmehr läßt sich Q zerlegen in die Summe — =  m -f- q(y),

wo m einen konstanten Mittelwert von — bedeutet. In ähnlicher 
. ^Weise erhält man, da X  =  cos a ist: x{a) =  S(X) =  n +  s(X);

hierbei ist n ein konstanter Mittelwert von x(a) =  S(X). Nun
mehr schreiben wir (202) unter Einführung einer Konstanten e 
in der verallgemeinerten Form

(204)

d X  . . , „  d Y — (71 -[- £ • s) • Z\

dZ
dy =  (m g • q) • X  — (n +  e • s) ■ Y.

Für £ =  1 erhält man wieder das ballistische Problem. — Man er
kennt, daß die rechten Seiten dieser Gleichungen sich nach Poten
zen von £ ordnen lassen. Infolgedessen lassen sich auch die Lösungen 
X, Y, Z nach Potenzen von £ (e <i 1) entwickeln. Wir machen 
daher den Ansatz -

(205)
X  =  X 0 +  £ ■ A j +  £2 • X 2 +  • • •;

Y =  F0 +  £- F1-|-£2, F2H— *> ^  +  £ - ^  +  £2 ■

Entwickelt man also in (204) die rechten Seiten nach Potenzen
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von s, führt den Ansatz (205) ein und vergleicht die Ausdrücke 
gleicher Potenzen von e, so erhält man die Systeme:

(206)

X 0' =  - m - Z 0\ X i — — q • Z0 — m • Ẑ \
Y0' =  n • Z0; Yj' =  s • Z0 -\- n • Zx\
Z^=m,-Xü—n-Y0; Z {  =  q -X 0— s- Y0 +  m • X 1— n •
usw.

mit den Anfangsbedingungen: X 0(0) =  1;
Y0 (0) =  Z0 (0) =  (0) =  7, (0) =  ̂  (0) =  0, usw.
(Striche bedeuten die Ableitungen nach y).

Die Integration dieser Systeme macht keine Schwierigkeiten. 
Differenziert man nämlich die letzte Gleichung des ersten Systems 
nach y  und setzt die Werte für X 0' und Y0' ein, so folgt

Z0"  +  (n2 +  m2) • Z0 =  0.
Das Integral dieser Gleichung lautet(x), da Z0 (0) =  0 und 
Z0'(0) =  m:

Z0 =  m - • sin (y • Vm2 +  n2) .
1 ms +  »2 ’

Diese Werte werden in die Gleichungen für X 0' und Y0' eingesetzt; 
man erhält schließlich

In ähnlicher Weise erhält man die Integrale des zweiten Systems. 
Mit demselben Verfahren wie oben folgt zunächst

Z ”  +  (m2 +  n2) • Z1 =  rp{y),
wo zur Abkürzung

V>(y) =  — 2[? - m + s - n ] -  Z0 +  q’ ■ X 0 — s' ■ Y0 
gesetzt wurde.
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Das Integral dieser Gleichung entsteht durch Variation der Kon
stanten des allgemeinen Integrals der homogenen Gleichung™. Im 
übrigen erhält man die Lösungen X x und Y1 wie oben. Das Er
gebnis für Z t lautet z. B.:

(208)

dyZi = sin (Vm*+ n* ■ y) ■ k  • f— _ _
1 J sm2 Um2 -|- n2 -y)

h f  • fsin( ^ 2 +  w2-y)-y(y)dy +  CaJ sm2 ^m2 +  n* • y) J

wo die Konstanten C1 und C2 aus den Anfangsbedingungen

Z1(0) =  0; Zt (0) =  q (0) 
zu bestimmen sind.

Die endgültige Lösung des Problems lautet also angenähert

x « z 0 +  z i; r «  Yo+Yii  z * , z 0 +  z t .

Zum Studium des Ablaufs der Drallbewegung betrachten wir das 
Lösungssystem (X0, Y0, Z0). Der Charakter der genauen Lösung 
wird den erhaltenen Ergebnissen im wesentlichen entsprechen, 
da ja X v Yv  nach dem vorangehenden nur als Korrektur
glieder gelten sollen.

Die Spitze des Einheitsvektors des Impulses mit den Kompo
nenten (Z 0, Y0, Z0) bewegt sich auf der Kugel

V +  v  +  z „2 =  i .

Andererseits folgt aber aus den ersten beiden Gleichungen (206): 
n • X 0' +  m • Y0' =  0, d. L  nach Integration die Ebenengleichung

n • X 0 +  m • Y0=  n.

Diese beiden Flächen ergeben als Schnitt den Ort der Spitze des 
Impuls-Einheitsvektors, nämlich einen im Raum auf der (A0, Y0)-
Ebene senkrecht stehenden Kreis mit dem Radius p =  m - .

1 m2 -f- na
Da andererseits aber das Dreikant (X0, Y0, Z0) sich auf der 
Flugbahn bewegt und eine Drehung um die Y-Achse mit der
Winkelgeschwindigkeit ausführt, beschreibt die Geschoßspitze 
auf der Oberfläche einer mit dem Geschoßschwerpunkt fest ver-
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bundenen Kugel, deren Mittelpunkt im Schwerpunkt liegt, eine 
sphärische Zyk loide. Weiterhin erkennt man aus (207) mit 
der Gleichung für F0, daß die Geschoßachse zur Schußebene 
eine m ittlere  Schrägstellung nach rechts einnimmt; der 
mittlere Schrägstellungswinkel E  ergibt sich zu

Durch die Schrägstellung tritt, wie schon oben erwähnt, eine 
Abtrift des Geschosses nach rechts ein; diese Rechtsabweichung 
kann beim Schießen mit Drallgeschossen stets beobachtet werden. 
Die Umlauffrequenz der Geschoßspitze, d. h. die Zeit zur Voll
endung eines Kreises im (A0, F0, Z0)-System beträgt nach (207)

2jiv =  . _ . .
fm2 +  n2

Schließlich zeigt die letzte der Differentialgleichungen (199), daß 
Rechtsabweichung oder Linksabweichung des Geschosses eintritt, 
je nachdem

■ ainy> ■ dt ^  ^dt^K ■ cosy • dt.

Nur bei steilen Bahnen können im allgemeinen Verhältnisse ein
treten, für die das untere Ungleichheitszeichen gilt. Linksab
weichung tritt also dann ein, wenn der Einfluß des M agnus
effekts den des Kreiseleffekts überwiegt.

Wir wollen zum Abschluß dieses Abschnitts darauf hinweisen, 
daß bei beliebigen Größenverhältnissen des Stabilitätsfaktors a 
und des Folgsamkeitsfaktors f  die hier entwickelte Theorie nicht 
mehr allgemeingültig ist. Dann müssen unter Umständen weitere 
Glieder in den Rotationsgleichungen berücksichtigt werden, im 
besonderen auch das Trägheitsmoment um die Querachse des Ge
schosses. Dieser Fall ist eingehend von Cr anz(1) und Schm undt(93) 
behandelt worden. Weiterhin müssen die seitlichen Reibungen der 
Luft berücksichtigt werden, wie es G a llop , F ow ler, L ock  und 
R ich m on d(94) versucht haben. In ähnlicher Weise wie hier ist 
das Problem von Som m erfeld1951, N oether196' und Gram m el1911 
behandelt worden; zu erwähnen ist schließlich noch die zusam
menfassende Betrachtung von Schunck<96a).
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Kap. VII. Störungen der Flugbahnen

§ 25. Einfache Näherungsformeln

Die S chu ßta fe ln  (vgl. § 33a), mit denen der Artillerist sein 
Schießen durchführt, geben die Flugbahnelemente für bestimmte 
Anfangsgeschwindigkeiten, Geschoßgewichte, für Normalluftge
wicht, Windstille usw. an. Es kann nun Vorkommen, daß diese 
Voraussetzungen nicht genau erfüllt sind, sondern daß die oben 
bezeichneten Elemente kleine Abweichungen von den Normalwerten 
aufweisen, die beim Schießen ausgeschaltet werden müssen. Dazu 
brauchen nun im allgemeinen die Flugbahnen mit den veränderten 
Anfangselementen n icht neu berechnet zu werden, wenn ihre Ab
weichungen nicht zu groß sind und daher näherungsweise wie 
Größen 1. Ordnung oder Differentiale behandelt werden können.

Wir wollen zunächst eine Reihe von N äherungsform eln  ab
leiten, die für Potenzgesetze und kleinere Anfangsgeschwindig
keiten gelten und für größere Anfangsgeschwindigkeiten zu Über
schlagsrechnungen herangezogen werden können. Zur Ableitung 
greifen wir auf die Formeln (150) bis (151c) zurück. Wir stellen die 
Forderung, daß die in diesen Formeln geführte unabhängige Hilfs
größe z =  a ■ x bei der Veränderung von v0, cn oder cos <p um die 
kleinen Beträge A v0, Acn bzw. A (cosqj) ungeändert bleibe.

Dann gilt z =  const oder
lnz =  lnc„ +  (n — 2) lnv0 — lncosip -f- ln (A +  n — 2) +  ln x

und somit nach Differentiation, wenn die Differentiale durch Diffe
renzen ersetzt werden:

= 0  =  ' i n —  2 '  • —  A (cOS ^  4-  —z C„ ' v0 (cos tp) X '
Dabei ist vorausgesetzt, daß eine Änderung von A  mit c„, v0 und 
<p vernachlässigt werden darf. Das hat zur Folge, daß auch v (For
mel 150) und somit die Funktionen B(z), J (z), V (z) und D(z) un
geändert bleiben.

Man hat also weiter:
ln t =  ln x — ln v0 — ln cos cp +  ln D (z)
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oder
A t Ax Av0
t x

A (cos q>) 
cos cp

Aus Formel (115) erhält man 

In (x ■ tg <p — y)  =  2 ln x  — 2 ln v0 — 2 ln cos <p +  ln 

oder

A  x  • tg w +  x • ------A y° T  cos* cp 3

=  ( * - t g  (p —  y ) ‘ 2 . Ax o A V° 1 A Ĉ°8 ^
X  V0 ~  COS ( f

/\ 2
Aus der Formel für — - folgt:

Ax  _  _  Acn _  /n _  2) .  -l^o _j_ A (cos cp) 
x Cn ' f0 1 cos cp '

Setzt man dies in die Gleichungen für A  t und A  y  ein, so folgt das 
System von Verbesserungsgleichungen:

(209)

A x 
x

At
t

A y =  2 y]Cn
Al’a

A cn
Cn - { n -

»0
A Cn
Cn - ( »  —

, V A v0 _

A (cos <p) m 
cos (p 9

+  -7 — • \n • x • %gcp — 2(n — 1) • y]
M)

— (x - ctg? +  2y) A (cos cp) 
cos cp

Dieses System ist zuerst von S tü b ler(97) angegeben worden.
0. v. E berhard1981 und Stanke11001 haben die Zulässigkeit dieser 
Formeln für beliebige Flugbahnen geprüft; sie kommen zu dem 
Ergebnis, daß die Formeln nur für Überschlagsrechnungen in Frage 
kommen und stets mit einem mittleren Widerstandsexponenten
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n(v) angewandt werden müssen, der der betrachteten Flugbahn 
im Hinblick auf den durchlaufenen Geschwindigkeitsbereich am 
besten angepaßt ist.

Handelt es sich um Ziele in der Mündungswaagerechten, die bei 
Veränderung von cn, v0 oder q> getroffen werden sollen, d. h. handelt

es sich um Berechnung der 
Schußweitenänderung A X,  
so führt folgende Über
legung zum Ziel: Für die 
ungestörte Bahn ist im Auf
treffpunkt in der Mün
dungswaagerechten x =  X,

/ /  ^  W  ' M ' / U  y = 0  <Abb- 27>-Die Ände-
' [4---- A X  ------- 4  rungen A x und A y er-

j | geben sich aus (209) und
Abb. 27. Umrechnung der [Störungen verlegen diesen Flugbahn- 

auf den Endpunkt der Flugbahn punkt Z nach Z' (Abb. 27).
Dann ist die Schußweiten

änderung A X  in der Mündungswaagerechten gegeben durch 
A X  — A x  A y  • ctg co,

wie aus Abb. 27 abgelesen wird; dabei ist angenommen, daß der 
Fallwinkel ca nicht geändert wird. Führt man in diese Formel die 
Ausdrücke aus (209) ein, so entsteht, da y =  0 :

A X  _ ACn tg<p— tgco . Av0 n-tg<p — (n — 2) • tgco
X  Cn tgco v0 tg co

Beispiel. Schußweitenänderung der Musterbahn bei Abweichungen 
von a) -)-1% in der v0, b) -f- 10% des Luftgewichts, d. h. des c-Wertes.

a) =  0,01; n 3,1, da v0 =  381,6 m/s, ve =  249,1 m/s, also 
n(vB) =  3,21 bzw. n(ve) =  3,00.

A jj
Somit —— =  — 0,01 ■ (3,1 — 2); A x =  — 94,3 m. Entsprechend

X
Ay ~  233,8 m.
Schließlich AX =  A x -j- A y ■ ctg co =  —f- 100 m.

b) ^ Cw —0,10; somit A x =  — 857,1 m; A y =  757,0 m und schließlichCn
AX  =  — 227 m.
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Es ist klar, daß die Genauigkeit der Formeln (209) noch ge
steigert werden könnte, wenn der Abhängigkeit der auftretenden 
Größen A  und v von v0, cn und cp Rechnung getragen würde. Da 
aber der Anwendungsbereich solcher Näherungsformeln sowieso 
beschränkt ist, steht der mögliche Gewinn an Genauigkeit in 
keinem Verhältnis zur Komplizierung der Formeln. Für kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten (bis zu v0 ~  280 m/s) und Flachbahnen 
reichen im allgemeinen die Formeln (209); bei beliebigen Anfangs
geschwindigkeiten muß ein genaueres Verfahren herangezogen 
werden, das wir im folgenden Abschnitt schildern wollen.

§ 26. Strenge Formeln für beliebige Störungen

a) A llgem einer Ansatz
Um genauere Formeln für die Flugbahnstörungen zu erhalten, 

knüpfen wir an Entwicklungen und Untersuchungen an, die von 
S chw arzsch ild199* und in neuester Zeit von Stanke1100* in über
sichtlichster Weise durchgeführt worden sind. Dem Zweck und 
Aufbau des vorliegenden Buches entsprechend gehen wir bei der 
Ableitung jedoch einen etwas anderen Weg als die genannten 
Autoren und leiten die Ergebnisse auf der Grundlage weniger all
gemeiner Ausgangsannahmen her.

Die Differentialgleichungen (45) der Bewegung werden mit den 
neuen Veränderlichen bzw. Abkürzungen
d#

cos# =  dz\ d(v• cos#) 
V•cos # =  du ; w e»

cos# ■1
T0 .

T(y) '
sin # 

g • cos2 #
transformiert in die folgenden

V ’ (z)

du
dz

(211)
dy
dz.

C (y ) .f (w );

wo C{y) =  ^ - • d { y ) - - ' ^ - , g j. o cos# \ T(y)

— e2 u -yi(z); dx
dz

, 2 u
—  -£ofz ;
9

dt
dz

e u

9
gof«.
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Nun bewirkt eine Änderung der Anfangsbedingungen von u oder 
2, d. h. eine Änderung der Anfangselemente v0 oder 99, eine Änderung 
dieser und der übrigen Elemente auf dem ganzen Flugbahnbogen. 
Das gleiche ist der Fall, wenn in (211) noch eine Störungsfunktion 
hn(z) zu C(y) • f(w) hinzutritt. — Wir vergleichen nun Flugbahn
punkte gleicher Neigung, also Punkte auf der ungeänderten und 
geänderten Bahn, die zu gleichen Werten von z gehören. Die in
folge der Störung anzubringenden Korrekturen seien un, yn, xn, 
tn, (zn ist auf Grund der gemachten Voraussetzung Null). Dann 
lauten die Differentialgleichungen der Bewegung für die gestörte 
Bahn im allgemeinsten Falle

( 212)

d{~ t z  Un) =  +  Wn) +  hn^ ;

di y- + y .?) = - e2(« + M . y ( Z);

d(x +  Xn) =  _  e 2 (u + u n) . g 0). 2 . 
dz g

dz g '

In diesen Gleichungen bezeichnen somit die Elemente ohne den 
Index n die Elemente der u ngestörten  Bewegung. — Die rechten 
Seiten dieser Gleichung entwickeln wir nunmehr nach dem Satz 
von  T a y lor(VI):

C(y +  yn) = C(y) + yn ■ C'(y) H------

t(w +  wn) =  f(w) +  wn ■ f'(w) H------

e u + « n  =  e u .  [ i  +  Un H-------- e 2 (“  +  “ » )  =  e 2 “ . [1 +  2 u n -)--------------- ] .

Setzt man dieses in (212) ein, berücksichtigt die Beziehungen (211) 
und vernachlässigt alle quadratischen und höheren Glieder in yn, 
wn, xn, un, tn, so folgt zunächst

^ t  =  Vn- C’ (y) • f(w) +  « .

C(y) • f(w) C 'iy ) . nlw )yn • 7= ^  +  w „------ -* C(y) iv

C ( y ) - f ' M  +  K W  

+  Än(z).
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Nun ist aber

e“ +un | / T„w cos# \ T(y) -)- yn • T’ (y)

e“ 1 T0 1 “h un yn T'(y)
cos# \ T(y) , , 1 .. T’ (y) 1 \ UH 2 T(y)

+  2 »»■ T(y)

Somit also

(213) dWn -  dz
du
dz \un •n(w) +  yn - 

\
\C(y) 
C(y)

n(w)
2

T’ (y)
T(y) J +  hniz,

Wir machen jetzt die besondere Annahme, daß der Temperatur
verlauf durch den linearen Ausdruck (17)

T(y) =  Tb — A  • y (Tb =  Bodentemperatur)
l

dargestellt werden kann. Dann gilt ö(y) =  <50 ■

( K =  Gaskonstante) und daher mit der Abkürzung =  a:

A.
T0

(Tb —  A • y)a . T'(y)
Tba~1 ’ T(y)

C'(y) _  a-A
C(y) T b - A - y

A .

T b - A - y '

Schließlich erhalten wir also das System linearer Differential
gleichungen:

(214)

diln
dz

du
dz ! un ■ n(w) +  yn • n(w)

2

dyn
dz

dxn „  dx 
dz dz n

A I 

*  Tb - A . y \

+  K ( z)>
a ifi d t'--~~Z • Umdz dz n

Ein Wort muß noch über die Anfangsbedingungen dieses Systems 
linearer Differentialgleichungen gesagt werden:

a) Die Einbeziehung einer störenden  K ra ft , deren Vor
handensein durch hn(z) ausgedrückt wird, ändert die Anfangs-
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bedingungen von u, x, y, t, z n ich t; somit sind in diesem Falle 
die Anfangsbedingungen un =  yn =  xn =  tn =  0 für z z0.

b) Ist hn(z) =  0, d. h. ist keine störende Kraft vorhanden, 
sondern ändert sich nur eine der Anfangsbedingungen für u oder z 
um du0 bzw. dz0, dann gelten die Anfangsbedingungen

2 =  V  u n =  3 u 0. x n =  y »  =  ' »  =  bzw -

b) S on derfä lle  bestim m ter Störungen. 
D ie D arrieusschen  Form eln

Wir wollen nunmehr einige S on derfä lle  betrachten und ins
besondere zunächst unser Augenmerk auf die Störungsfunktion 
hn(z) richten.

1. Der ballistische Beiwert c ändere sich um den sehr klei
nen Betrag de. Dann muß C(y)-f(w )  ersetzt werden durch
C(y) • f  (w) ( l , und durch Vergleich mit (211) folgt sofort 
für diesen Fall:

(215) * .M  =  v 4 t '

Da c sich um den sehr kleinen Betrag de ändert, verändern sich 
auch u, y, x, t nur um die sehr kleinen Beträge du, dy, dx, dt, 
so daß also un =  du, yn =  dy, xn =  dx, tn =  dt wird. Dividiert

• • • Ö cman schließlich (214) auf beiden Seiten durch — =  d (ln c), so folgt
mit den Bezeichnungen

du _ TT dy __ v  _ dx _  v  . dt __
d(lnc) _  U e i  d(lnc) ~  X c ’  d(lnc) — A c ’ d(lnc) —

(216)

dU,
dz

dY,

du
dz

u c

-t— =  2 • Uc;
dz dz c

» (w )  +  Y e

dX,

n(to) A

dz
— 9 . T7 •

T b —  A - y  '

d T c _ dt T7
dz dz e

mit den Anfangsbedingungen Uc= Y c =  X c= T c= 0  für z =  z0.
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I

2. Die Bodentemperatur Tb ändere sich um den kleinen Betrag 
3 Tb. Dann ist zu ersetzen C (y) • f[w) durch

c <50 (Tb +  dTb- A . y f  J  -./ T0 \
9 T » '  (Th +  dTh)“ - 1 ’ r Tb +  dTb —  A - y  ) '

Entwickelt man dies nach dem Satz von Taylor, so entsteht in 
diesem Falle:

r / \ dTb
K ( z )  T b

du
dz

Tb
Tb— A - y

n(w)
2 — a +  1 .

Mit ^  =  9 (ln Tb) und =  ^ r y  =  ÜT usw. wird
wie oben

(217)

düT
dz

du
dz UT. n ( w ) + Y T^ - a A

Tb— A - y

+ Tb
Tb — A - y

n(w) l
~ 2 j — a 1 usw.

mit den Anfangsbedingungen UT =  YT =  X T =  Tt — 0 
für z =  zg

Die entsprechenden Gleichungen gelten für YT, X T und Tt .
3. Es ändere sich vü um dv0, d. h. u0 um du0. Dann ist hn(z) — 0;

mit — jj ■ y  usw. entstehto u„ ou„

(218)

düv
dz

du
dz Uv - n ( w ) +  y , ' j ^ - « j Tb— A-y.

dY„ n dy T1 ,  v =  2 • Uv usw.dz dz
mit den Anfangsbedingungen Uv =  l; Yv =  X v =  Tv =  0

4. Die Differentialgleichungen (216), (217), (218) gestatten nun
mehr, bestimmte Zusammenhänge zwischen Uc, UT, ü v; Yc, YT, 
F„; . . . herzustellen. Die Linearität der Differentialgleichungen 
und die besondere Gestalt der Störungsglieder hn (z) legen die An
nahme linearer Zusammenhänge zwischen den erwähnten Funk
tionen nahe. Wir machen daher folgenden Ansatz
Athen, Ballistik 1 4
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(219)
UT — Oi ~\~ ß\ - Uc +  yx- Uv; YT =  a2 -\- ß2 - Ye -\-y2 • Y„ 
X T =  a3 +  ß3 • X c +  y 3- X v; Tt =  a4 +  ßi • Tc +  y4- Tv

Darin sind alt a2, a3, a4 noch zu bestimmende Funktionen, während 
die ßi und y t von vornherein als konstant angesehen werden 
dürfen. Geht man also mit den Ausdrücken (219) in die Differen
tialgleichungen (217) hinein und vergleicht sie dann mit (216) und 
(218) und deren Anfangsbedingungen, so folgt, daß die Bezie
hungen (219) nur bestehen können, wenn

1 t
öl = 2 ’ « 2 =  y, a3 = x; «4=2-;
ß l  = i; Ä  =  i; Ä  = i; Ä  =  i;
Yl = 1 .2 ’ y2= —i ; *y 3 2 ’ Y i = ~  i

gesetzt wird.
DieFormeln(219) und(220) bilden zusammen die vonStanke(100) 

gefundenen „verallgemeinerten Darrieusschen Formeln“ , die für 
beliebige Flugbahnpunkte gelten. Die von D arrieus(49) selber er
mittelten Formeln gelten nur für die Mündungswaagerechte und 
können ohne Schwierigkeit aus den vorstehenden abgeleitet 
werden: Die Formeln (219) mit (220) gelten für festgehaltenes z. 
Zweckmäßiger ist es, y festzuhalten. Dann ist, ähnlich wie wir es 
bereits oben (Formel 210) gesehen haben, für einen beliebigen Flug
bahnpunkt

(221)

A x =  (XT— Yt • ctg$) • und

A t =  \ Tt — Yt • - \ »T»r ' ~rr~ >v ■ sin # / Tb
oder abgekürzt geschrieben:

A x =  C,, dTb 
Tb ’ At = r T dTb

Tb
Die obigen verallgemeinerten Darrieusschen Formeln gehen also 
über in:
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( 222)

G„CT =  x — y • ctg # ------+  Cc;

n« _ 1 __1 T — -5- — y
v • sin ft

rz_v j_ r  ■
2 1 1 c> hierin ist

Cv =  X v — Yv ■ ctg ■&; Cc =  X c — Y0 ■ ctg 
F„ . „  m F,r v = T v - v • sin ft r  =  t  —j- c x  c v ■ sin ft

wo entsprechend dem Ausdruck CT die Ausdrücke Cv, Cc, F v, r c
also die Bedeutung^?-, f x , , -  f* - für festgeh alten esdu0 d(lnc) du0 d(lnc) 0
y haben. Setzt man in (222) y =  0, so entstehen die erstmalig von 
D arrieus für die Mündungswaagerechte abgeleiteten Beziehun
gen. Allgemein gilt somit

Ac v  Av,

(223)
A x =  X t . ^ ±  +  X c

A x  =  C,T  ' '

Tb
A T b

+  X v • 'ATa (festgehaltenes z);

+  Cc. ^  +  c v . ^ v° (festgehaltenes y).Tb 1 “ c _
Die entsprechenden Gleichungen gelten auch für die übrigen Ele
mente und für den Fall, daß nicht z, sondern y festgehalten wird.

§ 27. Anwendung auf praktisch vorkommende Fälle

Mit den vorstehend abgeleiteten Beziehungen sind wir nunmehr 
in der Lage, die in der Praxis auftretenden Flugbahnstörungen zu 
erfassen.

Die Schuß tafeln sind aufgestellt für bestimmte Normalwerte der 
Anfangsgeschwindigkeit, des Geschoßgewichts, der Bodenwerte 
der Lufttemperatur und des Luftgewichts, für Windstille, für eine 
bestimmte Pulvertemperatur und für eine gewisse Schußbelastung 
des Rohres. Beim Schießen treten zuweilen A bw eichungen  von 
den Normalwerten auf, die im folgenden besprochen werden sollen.

a) Ä nderung der A n fan gsgesch w in d igk eit

Die Änderung der Anfangsgeschwindigkeit ist z. B. bedingt durch 
Verwendung kälteren oder wärmeren Pulvers, als der schußtafel
mäßigen Normaltemperatur entspricht. Der Einfluß der Pulver-

14*
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temperatur wird empirisch bestimmt und in der Schußtafel an
gegeben. — Mit wachsender Schußzahl wird das Geschützrohr 
„ausgeschossen“ : die Anfangsgeschwindigkeit sinkt ab. Die Größe 
dieses Unterschiedes gegen den schußtafelmäßigen Normalwert wird 
für jedes Rohr angegeben. ■— Weicht das Geschoßgewicht vom 
schußtafelmäßigen Geschoßgewicht ab, so tritt ebenfalls eine Ver
änderung der Anfangsgeschwindigkeit ein. Nimmt man an, daß die 
Energie des Pulvers gleichbleibend ausgenutzt wird, so folgt

p
Y j  • vo2 =  const (P  =  Geschoßgewicht)

und somit

(224) Av„ 1 AP
2 P '

Besser ist es, den Faktor y  durch einen empirisch zu bestimmenden 
Faktor p  zu ersetzen. Dieser liegt erfahrungsgemäß zwischen 0,3 
und 0,5. — In den Schußtafeln wird die Änderung der Anfangs
geschwindigkeit in „S tu fen “  angegeben. Dabei bedeutet eine 
Stufe y 3 % der Anfangsgeschwindigkeit, d. h. für vü =  300 m/s ist 
eine Stufe gleich 1 m/s.

b) Ä nderung des b a llistisch en  B eiw ertes

Der ballistische Beiwert ist, wie aus seiner Definition hervor
geht u. a. abhängig von: Kaliber, Geschoßgewicht und Luft

. . . B? ■ d . . .gewicht; er ist proportional dem Ausdruck —^— . Somit ist die
Änderung von c durch Änderung der erwähnten Größen in folgen
der Weise bestimmt:

,ook\ Ac _  A8b 0 AR AP(225) ------------g----------------------- p ~ -

Der c-Wert muß geändert werden, wenn das Tagesluftgewicht öB 
beim Schießen nicht mit dem schußtafelmäßigen Luftgewicht ö0 
übereinstimmt. Dasselbe gilt für Abweichungen von den schuß
tafelmäßigen Normalwerten der übrigen Elemente, also Geschoß
gewicht und Kaliber.
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c) W in dein flu ß

Die Erfassung des Windeinflusses kann auf eine Änderung der 
Anfangsgeschwindigkeit und des Abgangswinkels zurückgeführt 
werden.

1. Längswind. Wir nehmen an, daß in der Schußrichtung x ein 
konstanter Längswind mit der Geschwindigkeit (+  wx) wehe. Nun
mehr werde ein Koordinatensystem (xr, yr) betrachtet, das sich 
horizontal mit der Windgeschwindigkeit bewege und für das in
folgedessen Windstille herrsche. Im Augenblick des Abschusses 
möge xT mit x und y, mit y zusammenfallen. Nach Ablauf der Zeit t 
hängen also die Koordinaten (xr, yr) bzw. (x, y) eines Punktes so 
zusammen:

(226) x =  xr +  wx ■ t; y =  yr.

Für einen Beobachter, der mit dem (xr, yr)-System fest ver
bunden ist, beschreibt das Geschoß eine „Flugbahn bei Windstille“ . 
Allerdings mißt er infolge seiner horizontalen Eigenbewegung alle 
horizontalen Geschwindigkeiten um den Betrag (— wx) verän dert 
gegenüber den Messungen eines ruhenden Beobachters an der 
gleichen Bahn. Speziell für den Abgangspunkt gilt also

(227) v0 • cos cp — wx =  vT ■ cos cpr\ v0 ■ sin cp =  vr - sin <pT. 

Dabei sind die mit dem Index r versehenen Elemente bezogen auf
(*r. Vr)-

Man bestimmt aus (227):

(228) vr2 =  v02 — 2wx • v0 • cos cp +  wx2; tg cpr ■■ v0-sirup
v0 ■ cos <p — wx '

Hieraus lassen sich ^5* =  —— — und Am =  wT — cp unschwer be- 
«o »0

rechnen. Nimmt man wx als klein gegenüber v0 an, so folgen aus
(228) die Beziehungen:

*
»o t 1 —  2 . !wx Y cos cp 4- i—-1 

\ »o /
 ̂ wx cos cp.

wenn <  l; ferner ist
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tg 9V =  tg ?  '
1

1 v0 • cos <p

also tg <pr — t g t p = A  (tg cp) =

Wir erhalten somit die Näherungsformeln:

tg (p • (]L-l Wx
v0 COS (p ,

Acp wx s i n  (p
C 0 8 2 <p v0 C O S 2 (p '

(229) — 1; icx . wz ■■------— C0S9?; ZI(p »  —f -  • siri cp.

Das sind also Änderungen, deren Einfluß auf die ungestörte Schuß
weite berücksichtigt werden muß, so daß schließlich für den Wind
einfluß die Verbesserungsformel

(230)

folgt, in der X w die Schußweite bei Wind, X r die Windbahn im 
bewegten System (xr, yr) und X n die ungestörte Schußweite be- 

dX dXdeuten. Die Elemente ——2- bzw. sind in der bereits oben ov0 d<p
(§§ 25, 26) geschilderten Weise zu berechnen. Für viele Fälle 
werden die angenäherten Beziehungen (209) mit der weiteren 
Näherung Tr =  Tn genügen. Weht der Wind entgegen der Schuß
richtung, so ist wx negativ zu nehmen.

2. Seitenwind. Bei Seitenwind liegen die Verhältnisse ähnlich. 
Wir bezeichnen einen solchen Wind als positiv, wenn er, in Schuß
richtung gesehen, von links nach rechts gegen die Schußebene 
weht. Relative Windstille wird erreicht, wenn ein Beobachter 
sich im Sinne der Windgeschwindigkeit wz seitlich bewegt. Für 
diesen Beobachter erscheint demnach das Geschoß mit der Ge
schwindigkeit vT:
(231) «,* =  V  +  »,*
und, da die Vertikalkomponente v0 • sin (p =  vT ■ sin <pr erhalten 
bleibt, unter dem Abgangswinkel (pp.

v0 • sin <p(231a) tg<Pr =
V « 0 2 • COS2 95 - } -  w *
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abgefeuert (Abb. 28). Gleichzeitig erscheint die Schußebene gegen 
die Windrichtung um den Winkel y> von der Abschußebene ab
gedreht; dabei ist also

<231b) * 8 * = ^

Man hat, wenn die auf den mitbewegten Beobachter bezogenen 
Elemente mit dem Index r bezeichnet werden (Abb. 28) für die 
Elemente (xm, yw) der durch Seitenwind gestörten Bahn:

(232) xa =  xr • cos yy, yw =  yr; zw =  wz • tr — xr ■ sin^.

Die Flugzeit tr kann im allgemeinen durch die Flugzeit tn der un
gestörten Bahn ersetzt werden. Ist xn die Abszisse der ungestörten 
Bahn, so ist

dx . , dx .+  — -A v 0 +  — .4(p,dt’o
wobei man ähnlich wie oben ableitet:

Im allgemeinen genügt es, Aq> =  Av0 =  0 und sin^ =  tgy> (da 
tp sehr klein) anzunehmen, womit dann die nur für sehr steile 
Bahnen nicht mehr genügend genaue Seitenwindformel

(232 a) 2W Wz Xt’o • cos <p

folgt.
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d) H öhen veränderlich e  S törungen (W ind und 
L u ftgew icht)

In Wirklichkeit ist die, Annahme eines Windes konstanter Richtung 
und Stärke in allen Höhenschichten der vom Geschoß durchflogenen 
Lufthülle so gut wie nie erfüllt. Vielmehr wechselt der Wind von Höhen
schicht zu Höhenschicht seine Richtung und Geschwindigkeit. Für diesen 
Fall gelten die abgeleiteten Windformeln nicht mehr ohne weiteres. —  
Etwas Ähnliches gilt auch für das Luftgewicht. Die Abweichungen vom 
Normalwert am Boden folgen in der wirklichen Lufthülle fast nie den 
der Rechnung zugrunde gelegten Formeln für die Höhenveränderlichkeit 
des Luftgewichts. Um aber auch für diese Fälle mit den obigen einfachen 
Korrekturformeln auskommen zu können, sind eine Reihe von N ä h e 
ru n g sv er fa h ren  im Gebrauch, deren Anwendung besonders für den 
Artilleristen von großer Wichtigkeit ist. Man kann nämlich einen kon
stanten Mittelwert für die Windrichtung und -geschwindigkeit in den 
verschiedenen Höhenschichten bilden, der dieselbe Schußweitenänderung 
zur Folge hat wie der höhenveränderliche Wind.

Einen ähnlichen Mittelwert kann man für das Luftgewicht ermitteln. 
Legt man nämlich der Rechnung einen bestimmten Luftgewichtsverlauf 
mit der Höhe (Normalverlauf), ausgehend von einem Normalwert des 
Bodenluftgewichts, zugrunde (z. B. E verlingsche Verteilung), so ge
hört umgekehrt zu jedem Wert des Luftgewichts in einer bestimmten 
Höhe ein bestimmtes Bodenluftgewicht. Dieses ist für die verschiedenen 
Höhen verschieden, wenn der praktisch festgestellte Luftgewichts
verlauf nicht mit dem Normalverlauf übereinstimmt. Es gibt aber dann 
einen konstanten Mittelwert aller dieser verschiedenen Bodenwerte, der 
die gleiche Schußweitenänderung hervorruft, wie der vom Normal
verlauf abweichende tatsächliche Luftgewichtsverlauf. Diese konstanten 
Mittelwerte werden als „ballistischer W ind“  bzw. als „ballistisches Luft
gewicht“  bezeichnet. Ihre Ermittlung soll im folgenden behandelt wer
den, wobei wir uns allerdings auf einige wenige der im Gebrauch befind
lichen Verfahren beschränken.

W in d . Betrachtet man die Zeitdauer, während der das Geschoß sich 
in einer bestimmten Höhenschicht aufhält, so wird der Windeinfluß um 
so größer sein, je länger diese Zeit ist. Nimmt man den Windeinfluß pro
portional dieser Zeit, so kann der ballistische Wind (mjj) durch den Mittel
wert

T

wb =  - - -^ w -d t  
o

definiert werden, wobei T die Gesamtflugzeit, w der höhenveränderliche 
Wind und t die Flugzeit bedeuten. Bezeichnet man mit tt (i — 1, 2, 3...) 
die Zeiten, während welcher das Geschoß sich in der i-ten Schicht be
findet, so kann man obiges Integral durch den Näherungswert

wb — '7p ' (wi • h +  wt ' +  • • •)
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t.
ersetzen. Die Faktoren , mit denen hiernach der Wind wi der i-ten
Schicht multipliziert werden muß, können z. B. für den luftleeren Raum 
berechnet werden. In der Praxis nimmt man die Schichteneinteilung mm 
so vor, daß jede Schicht den gleichen Anteil zu wj, liefert. Infolgedessen 
werden diese Teilschichten von verschiedener Dicke. Für den luftleeren 
Raum verhalten sich die Schichtdicken wie 1: 3 : 5 : 7 usw., wenn vom 
Gipfel an abwärts gerechnet wird; die Praxis hat gezeigt, daß bei Flug
bahnen mit Gesamtflugzeiten bis zu 60 Sekunden eine Dreischichten
Einteilung zweckmäßig ist, bei der sich, vom Gipfel aus abwärts ge
rechnet, die Schichtdicken wie 2 : 5 : 7  verhalten. Um also den balli
stischen Wind zu erhalten, wird zunächst die Gipfelhöhe nach der Haupt-
schen Formel ys — —- o T 2 berechnet und in drei Schichten eingeteilt, die
entsprechend dem obigen im Dickenverhältnis 2 : 5 : 7  zueinander stehen. 
Für jede dieser drei Teilschichten wird ein Durchschnittswert des Windes 
aus dem Wetterbericht entnommen; das arithmetische Mittel aus den 
Windwerten der drei Schichten ergibt den ballistischen Wind*. Diese 
Rechnung wird für die Windgeschwindigkeit sowohl der Längswind- als 
auch der Querwindkomponente durchgeführt.

Beispiel: Flugzeit der Bahn 33,5 Sekunden; somit Gipfelhöhe etwa 
1400 m; der Fortgang der Rechnung ist aus folgendem Schema ersicht
lich (dabei haben wir uns auf nur e ine  Komponente beschränkt):

Höhe über 
dem Boden

Windgeschw.
(m/s) Schicht Mittelwert 

für den Wind
Ballistischer

Wind
1400
1300
1200
1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

21
23 
18
17
18 
20 
25
24 
20
13 
12
14 
9 
8 
9

1. Schicht 
(2 Teile)

(21 +  23 
+  18) =  20,7

+ 2 0 ,7  +  20,3 
+  13,6) 

ä ; 18 m/s

2. Schicht 
(5 Teile)

| ( 18+ 17 
+  18 +  20 
+  25 +  24) 

=  20,3

3. Schicht 
(7 Teile)

-g- (24 +  20 
+  13 +  12 
+  14 +  9 
+  8 +  9) 

=  13,6

L u f t g e w i c h t .  Auch für die Abweichungen des Luftgewichts vom 
Normalverlauf hat man versucht, eine ähnliche Regel zu finden, wie wir 
sie eben für den Wind geschildert haben. Dabei soll sich eine Einteilung 
* Diesem Verfahren entspricht das von K ritzinger(l4/144) vorgeschla
gene, im Weltkrieg beim deutschen Heer eingeführte „Verfahren der 
Baltasekunden“ .
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in 3 Zonen bewährt haben, deren Dicken sich wie 1 : 2 : 2  verhalten, vom 
Gipfel an abwärts gerechnet. Besser dürfte die folgende, von O. v. E b e r 
h ard !1) aufgestellte Erfahrungsregel sein: Zeichnet man die meteoro
logisch bestimmte Tagesluftgewichtskurve in ein Koordinatensystem 
(<5, y) ein, so schließt diese „anormale“  ebenso wie die Normalkurve mit 
den beiden Koordinatenachsen und der zur Gipfelhöhe ya gehörigen 
Ordinate ein „viereckiges“  Flächenstück ein. Die Schußweitenänderung 
ist dann proportional dem Unterschied der beiden Flächeninhalte der 
„viereckigen“  Flächen, die zur normalen und „anormalen“  Luftgewichts
verteilung gehören. —  Dieser Satz liefert praktisch genügend genaue 
Ergebnisse, er ist aber, worauf StankedOO) hingewiesen hat, theoretisch 
n i ch t  einwandfrei.

Cranzd) hat den Vorschlag gemacht, für Näherungsbestimmungen
2

den Wind bzw. das Luftgewicht heranzuziehen, das in der Höhe —  ysö
T

der Flugbahn herrscht, da man aus dem Integral yd — dt für
o 2

den luftleeren Raum die „d ur ch sc h n i t t l i ch e  F lu g h ö h e “  yd =  — y8
lJ

bestimmt; das ist also d ie  Höhe, in der das Geschoß sich bezüg
lich der Zeit du rc h sc hn i t t l i c h  befindet*.

§ 28. Andere Art der Störungsrechnung

Die im Vorstehenden dargestellten Rechnungen, besonders die 
des Abschnitts (§ 26) müssen für jede einzelne Flugbahn der ge
samten Schar durchgeführt werden. Einfacher kann nach einem 
Verfahren des Verfassers*79> die Berechnung der Flugbahnstö
rungen im Falle einer ganzen Schar gestaltet werden, wie es bei 
der Schußtafelberechnung ja stets der Fall ist; hat man diese 
mit dem Ansatz der Formeln (169—173) bestimmt, so sind für 
eine Winkeländerung Arp, die der Parameteränderung AX ent
spricht, die gestörten Elemente gegeben durch

w =  w0 +  (X +  A X) • w1 =  w +  A X • w1;

£ =  t j + A X - £ 1; rj =  rj AX • rjl .

Auch die Einflüsse einer ü0-Anderung A vg und einer c-Wert- 
Änderung A c sind ziemlich leicht zu erfassen. Wir betrachten zu
* VahlenG) hat nachgewiesen, daß im lufterfüllten Raum dieser Wert 
bezüglich Wind- und Luftgewichtseinfluß auf —  ys heruntergehen kann.
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nächst die Entwicklungsglieder w0, r]0, f„ . Bestimmt man aus der 
ungestörten Bewegung ein t — r, für welches w0 (t) =  v0 — v0 +  A v0, 
und sei dann i =  (t — r) die.Zeitvariable der gestörten Bewegung, 
so gilt, wie man aus den Differentialgleichungen (164 hzw. 173) 
sofort nach weist:

(233)

wo{t) — W’oWi fo (0 ----Y £o(0> % — W0 £oi

w0(t) =  W0 (t) — w0(r); |0(<) =  • [ f0(r) — |0(r)];
fo(T)

fjo =  w0 £q.

Für e =  0 ist also v0 =  v0 +  Zl v0 =  w0(r), d. h. A v0 =  w0(r) — w0(0). 
Sind die Funktionen w0, f 0, rj0 für ö =  const und T =  const be
rechnet, so hat man mit (233) bereits die partiellen Ableitungen

dw0 a> g — Wg— - ä : ----- ------- -—  usw.<>Vg Wg(T)— Wg( 0)

gewonnen. — Nimmt man dagegen konstante Temperatur, aber 
höhenveränderliche Luftdichte gemäß der Everlingschen Formel 
an, so gelten die Funktionen ü’0, |0, fj0 für den neuen c-Wert [vgl. 
§ 16 b]

(234) a =  c e * ' w”(T) d.h. ^  =  efc-w»(T)- l .

Hat man also mit r l und r2 die Funktionen iv0 und w0 bestimmt, so 
findet man aus dem linearen Gleichungssystem

(235)

Zt'o »0 — 

— wo =

'A c\ dWg
+ lAvo\ . 

1 0̂ h
ÖWg

l c  / i d (ln c) d(ln^o)
’A c \ ÖWg

+
lAv0\ dw0

l C /2 d (ln c) \ v0 /2 d(ln ve)
(entspr. für |0 und rj0)

ohne weiteres die Funktionen — -  und ^w° , . — Sind da-d(lnc) d(ln«>0)
gegen die w0, |0, rj0 für höhenveränderliche Temperatur berechnet, 
so gilt für w0, f 0, fj0 der geänderte Boden wert Tb =  Tb -\- A  ■ w0(t);
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es ist also A Tb =  A  • w 0{ t ) .  Im übrigen vollzieht sich die Be
stimmung der ' zusammen mit - du° , usw. genau wie oben
nach einem System, das analog (235) gebildet wird. Die Funktion

d*”0 , ist jedoch in diesem Falle mit Hilfe der Darrieusschen Formeln d (ln c)
(219), (220) zu bestimmen. — Für die Korrekturglieder ü\, f j, rj1 
lassen sich den Formeln (233) ähnliche Beziehungen ableiten. Im 
Falle kleiner und mittlerer Geschwindigkeiten genügt es,

w1 =  w1; £i =  f i ; Vi =  Vi

oder besser

(236) M  =  =  A .J ? »  = ±  =  1 +  4 f
V ' wi wo f i  i 0 Vi Va c c

zu nehmen. — Die Zweckmäßigkeit und Genauigkeit dieses Ver
fahrens wurde vom V erfasser1791 an Beispielen nachgewiesen.



C. A N W E N D U N G  D E R  
W A H R  S C H  E I N L I C H  K E  I T S  L E H R E  

A U F  D I E  B A L L I S T I K

§ 29. Begriff der Wahrscheinlichkeit. Mathematische 
Formulierung

Wenn ein Ziel unter möglichst gleichen äußeren Umständen 
beschossen wird, dann werden trotzdem nicht alle Einschläge an 
derselben Stelle liegen. Trotz sorgfältigster Ausschaltung aller fest
stellbaren, einseitigen Abweichungen treten Unterschiede auf, die 
ihren Grund in vielen zu fä lligen  Ereignissen (z. B. Zielfehler, 
Bohrschwingungen usw.) und Schwankungen (z. B. des Geschoß
gewichts, der Schwerpunktlage, der Anfangsgeschwindigkeit usw.) 
haben. Es wird aber bei Abgabe vieler Schüsse eine gewisse 
Regelmäßigkeit in der Verteilung der Einschläge eintreten, zwar 
nicht für den Einzelschuß, jedoch stets für die Gesamtheit der ab
gegebenen Schüsse. Aus der Art der Verteilung der Schüsse in 
einem solchen „T re f f b ild “  lassen sich, wie wir weiter unten sehen 
werden, gewisse Schlüsse ziehen auf die „W a h rsch e in lich 
k e it“ , ein flächenhaft oder räumlich ausgedehntes Ziel zu treffen.

Die m athem atische Wahrscheinlichkeit* a für das Eintreten 
eines Ereignisses A  ist das Verhältnis der Zahl y  der für das Ein
treten von A  günstigen Fälle zu der Zahl /x der überhaupt mög
lichen Fälle, also
(237) a —  —

A*
Beispiel. Mit zwei Würfeln sind 6 Augen zu werfen. Die Zahl der mög

lichen Fälle ist ß  =  36, die der günstigen y  =  6; denn 6 Augen kommen 
durch folgende Kombinationen der beiden Würfel zustande: 1 und 5,
2 und 4, 3 und 3 und in umgekehrter Folge. Somit ist a =  —  ■

* Wir weisen hierbei ausdrücklich darauf hin, daß die in diesen Ent
wicklungen benutzte Definition der Wahrscheinlichkeit auf der Annahme 
beruht, daß alle Ereignisse gleich möglich und gleich wahrscheinlich 
sind. In neuerer Zeit hat diese auf Laplace zurückgehende Betrachtung 
von Wahrscheinlichkeiten manche Wandlungen und Vertiefungen er
fahren. Inwieweit die neueren Erkenntnisse auf die Ballistik ange
wandt werden können, möge dahingestellt bleiben.
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Die G ew ißheit hat die Wahrscheinlichkeit 1 (y =  ju), d. h. von 
N  Versuchen erfüllen alle N  die Bedingung. Bei einer Wahrschein
lichkeit a gilt allgemein für die Zahl der erfüllten Versuche a • N, 
wenn im ganzen N  Versuche durchgeführt werden.

Wir betrachten nun ein ,,Treffbild“ , welches auf eine senkrechte 
Scheibe geschossen worden sei (Abb. 29). Die Waffe sei genau auf

den Mittelpunkt der Scheibe ein
geschossen. Nunmehr zerlegen wir 
die Fläche in waagerechte und 
senkrechte Streifen der gleichen 
Breite A y bzw. A z, zählen die 
Anzahl der auf jeden Streifen 
entfallenden Schüsse aus und 
verschieben diese in dem zuge
hörigen Streifen nach unten bzw. 
nach rechts. Man erkennt, daß 
die Verteilung der Schüsse sich 
um die Symmetrieachsen der 
Scheibe (y bzw. z) häuft und 
nach den Seiten zu gleichmäßig 
abnimmt. Würde die Anzahl der 
Schüsse unbegrenzt wachsen, so 
würden die Verteilungen allmäh
lich durch Kurven der in Abb. 29 
mitgezeichneten Art (u\ bzw. w0) 

begrenzt werden. Diese Kurven entsprechen dem Gaußschen 
Fehlergesetz, welches z. B. für z folgendermaßen lautet: „Von 
einer hinreichend großen Anzahl N  von Schüssen hat nur eine 
Anzahl m eine Abweichung zwischen z und z -j- dz; dabei ist

o
o

o
o o 

o
O M

*
ob  
i o

o /oo 
o /o o  

/ oo 
o O jooo
O O ; OOO

o O O 1 OOO
o o o \ooo

o o \ oo
o \ O

o ' o
o o ' ' '  \°

o O R u O \ O Q V \
J- ' b o ö 8 8 8 8 8 o o ■'
Abb. 29. Treffbild und Gaußsche 

Verteilung

(238) ■ dz

Das entsprechende gilt auch für y.“
In der Gleichung (238) bezeichnet man h als „P räzis ion sm aß“ . 

Die Bedeutung ist leicht einzusehen: Je größer h ist, desto stärker 
nimmt e~h ’ 2 mit z ab, d. h. um so stärker häufen sich die Schüsse 
um die Symmetrieachse, um so „p räziser“  (genauer) schießt 
also die Waffe. — Nun sei weiter für die ^/-Richtung das Präzisions
maß k gegeben. Dann haben von den m Schüssen, deren Abwei-
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chung zwischen z und z +  dz liegt, wiederum nur l Schüsse eine 
Abweichung zwischen y und y +  dy; es ist also

(239) 1 =  m - ^ = - e - kl'y' ■ dy =  N e - h,-v' - h'-z' ■ dy ■ dz,

d. h. mit anderen Worten: von N abgegebenen Schüssen liegen l 
in dem kleinen Rechteck mit den Seiten dy und dz, dessen innere 
Ecke, bezogen auf den „m ittleren  T re ffp u n k t“ M, die Koordi
naten y und z hat.

Wir können nunmehr auch leicht folgende Frage beantworten: 
„Wieviele Schüsse liegen im Streifen (— z, +  z) bzw. wieviele im 
Viereck [(— z, z) (— y, +  «/)] ?“ Die Antwort lautet, wie sofort aus
(238) und (239) folgt: ‘

(240)

M =  N
+ z

■ |t== ■ e~z*'J iTn
dz bzw.

+  V +2
Vjl-k dy-dz.

Die Funktion
+ x

h  '  g —A* • x' 

I V 71

4" x 4- 1 t

f ^ = . e- h‘ -x’ - d x =  f - L e - t‘ - d t =  f - J L . e ^ ’ .d t ,  (t =  h- x),
JU ]U  J VT V

ist numerisch berechnet und für den Gebrauch in der Praxis 
tabuliert worden<8). Wir kommen darauf noch zurück.

§ 30. Experimentelle Bestimmung des Präzisionsmaßes.
Ausreißer

Wir müssen nunmehr auf die empirische Bestimmung des Prä
zisionsmaßes eingehen. Wie in Abb. 29 nehmen wir auch weiterhin 
an, daß der mittlere Treffpunkt M  genau bekannt und der Null
punkt eines Koordinatensystems (y, z) sei. Der Ort des Geschoß
einschlages Pt hat dann die Koordinaten (y(, zt), die wir somit 
auch als die Fehler in der vertikalen bzw. horizontalen Richtung
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bezeichnen können. Es genügt, wenn wir uns im folgenden zu
nächst auf die z-Richtung beschränken, da für jede beliebige 
andere Richtung das Analoge gilt.

Um mit Hilfe der Fehler zt das Präzisionsmaß zu definieren, 
geht man von irgendeinem Mittelwert der | z,-1 aus. Ganz allgemein 
wählen wir einen Mittelwert fi so, daß die Beziehung gilt:

(241) N  • flrr =  E i  | Zi |r =  | Z1 |' +  | Z2 I«- -\------

Darin ist N  die Anzahl der Schüsse und r ein Exponent, dessen 
Größe zunächst noch offengelassen ist(4). In der Summe (241) 
kommt jeder Fehler zt- so oft vor, wie es nach dem Fehlergesetz (238) 
möglich ist; wir dürfen infolgedessen schreiben

+  CO

— CO

e~h’ - * - d z = - i4 -  |V • e~h‘ 'z' • dz.U J
o

Diese Beziehung läßt sich in die bekannte /'-Funktion™* über
führen. Setzen wir h2 • z2 =  t, so folgt

(242) fi/ 1
Ar • \n

co r — 1

0
e 1. dt =

hr .} 'ji r

In der Praxis sind gebräuchlich r =  1 oder r =  2. Man nennt//j =  Z  
die durchschnittliche Abweichung und fi2 =  [i die mittlere quadra
tische Abweichung. So entsteht, da für r =  1 bzw. r =  2 die

Werte von F (l )  bzw. /(1 ,5 )  numerisch gleich 1 bzw. l/-^- sind:

(243) e -  V  ;
1U — ------;— ; u =  y * . e

h- i2 t* \ 2

Neben den Mittelwerten E und fz spielt noch die sog. „wahrschein
liche oder 5 0% ige Abweichung w “  eine Rolle. Dies ist die Ab
weichung, für die die Wahrscheinlichkeit -A- besteht oder anders 
ausgedrückt: 2w ist die Breite eines Streifens, der 50% aller ab
gegebenen Schüsse enthält, wenn der mittlere Treffpunkt auf der
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Mittellinie des Streifens liegt. Zur Bestimmung von w dient somit 
die Gleichung

+  «e +  h ‘ iv h ‘ te

— io — h ‘ W 0

Für cp(w • h) =  y  erhält man, wenn man in eine Tabelle* für q> 
hineingeht, w • h =  0,4769 und somit

(243 a) w =  0,6745 • /j, =  0,8453 • E.

In der Artillerie bezeichnet man 2w als die „50% ige Streuung“ : 
Z50, b50> h50 bzw. für Länge, Breite, Höhe. Sie wird in den Schuß
tafeln angegeben und bezeichnet, wie bereits ausgeführt, die zum 
mittleren Treffpunkt symmetrisch verlaufenden Streifen der Länge, 
Breite und Höhe, die wahrscheinlich die bessere H ä lfte  der ab
gegebenen Schüsse enthalten.

Die Wahrscheinlichkeit, einen Streifen der Breite 2 z (d. h. von 
— z links bis +  z rechts der Symmetrieachse durch den mittleren 
Treffpunkt) zu treffen, ist also gegeben durch

+  Z Z

w  “ / f r  - u  “  i l  ' / e" <“ >' ' i ( U )
—z 0

_  70,6745 z_\*

2 f  \ fz  «j  /0,6745 z \ /0.6745 z \
=  « 16 • o I • —  =  mi —-------• —  |.! n J V V 2 wl T \ V 2 WI

0

Die Funktion ist, wie schon gesagt, tabuliert. Zweckmäßiger ist es 
nun, nicht sondern direkt als Argument zu neh

men. Dann ist eine neue Funktion ip definiert durch

W=<p /0.6745 _ _z \ /_z\
\ VT wi » / ’

Auch diese letztere Funktion ip ist z. B. bei Cranz(1> tabuliert.**

* Vgl. die Tabelle für yi j  im Anhang.
** Vgl. die Zahlentafeln im Anhang.
Athen, Ballistik 15



226  Anwendung der Wahrscheinlichkeitslelire auf die Ballistik

Nun war bisher angenommen worden, daß der mittlere Treff
punkt genau bekannt sei. In Wahrheit ist das aber n ich t der Fall; 
denn bei einer endlichen Anzahl von abgegebenen Schüssen kann 
man nur den wahrscheinlichen Mittelpunkt (als arithmetisches 
Mittel der gemessenen Koordinaten) bestimmen. Dieser „s ch e in 
bare“ mittlere Treffpunkt sei definiert durch z0, so also, daß

(244) z#= ^ ( i A )  =  J L .(2l-+ , 2 +  . . . )

Damit ergeben sich nunmehr die „scheinbaren“  Fehler 

(244 a) Xi =  zf — z0,

die mit den „wahren“  Fehlern z{ nicht mehr übereinstimmen. Folg
lich stimmen auch die aus den z{ berechneten Mittelwerte E, /x, w 
nicht mehr mit den aus den Xt berechneten E', / / ,  w’ überein. Der 
Zusammenhang ist aber sofort herstellbar. Denn wegen (244) und 
(244a) gilt für irgendein i:

j = k j = k (außer i)

xi =  zi - j - 2 j i  oder ' z‘ ~ i
' 3 = 1 3=1

w—ŷ . 2  .
Da nun /x'2 =  j   ̂ sein soll und da beim Quadrieren der vor
stehenden Gleichung die doppelten Produkte der rechten Seite 
sich zum größten Teil aufheben, so gilt

fi '2 =  F ! l t r = { N ^ l ) ■fJ-2 +  N ̂  1 ' f-2 ( +  vernachlässigbare
dopp. Produkte)*

* Die doppelten Produkte heben sich auf, da ungefähr gleichviel positive 
und negative und zwar je zwei entgegengesetzt gleiche vorhanden 
sind. Ferner wird

wie man leicht zeigt und an dem Beispiel der 4 Werte a, b, c, d erkennt: 
Da die Summe der doppelten Produkte ab, cd usw. verschwinden soll, 
wird bei der Summation im obigen Sinne

Z{Z<x)2 =  (a2 +  b2 - f  c2) +  (b2 +  c2 +  d2) - f  (c2 - f  d2 +  a2)
+  (d2 +  a2 +  b2) =  3(a2 +  b2 -f- c2 +  d2) =  3 [i2.
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oder

(245)

V'2 =  t*2 ■ ~ i f olgl i ch n  =  j / • / F oder

„  =  l / W
^ K N—1

Wegen £  : E' =  [x\ fi’ folgt sofort

(245 a) 7? =  _ Z 1 M _
V i v - ( i v — - 1)

Die Berechnung von w erfolgt dann weiter nach (243a). Es sei 
darauf hingewiesen, daß die Bestimmung von w aus ja gegenüber 
derjenigen aus E die genauere und daher im deutschen Heer auch 
die ausschließlich gebräuchliche ist.

Bevor wir die vorstehenden Ergebnisse anwenden, müssen wir 
uns noch darüber klar werden, wann eine Beobachtung zu ver
werfen ist. Theoretisch könnte man versuchen, die praktisch fest
gestellte Verteilung zu vergleichen mit der Gaußschen Verteilung 
(238). Sobald sich Unregelmäßigkeiten zeigen, wäre ein Beobach
tungsergebnis auszuschalten. Es gibt verschiedene Theorien über 
dieses Problem. Allen gemeinsam ist aber, daß ein Schuß dann 
auszuschalten ist, wenn sein Fehler A; einen bestimmten Maximal
wert M  derart überschreitet, daß

z,\ /0,4769-Jtf\ IM\<p(M •h)=q>  ---- ------ -j =  ip j >  f(N)

wird, wobei f(N) eine verschieden definierte Funktion der Schuß
zahl ist. C hauvenet z. B. schließt folgendermaßen: Von N
Schüssen liegen N  • y> innerhalb des Streifens (— M, -f- M), also 

N  • 1 — ip außerhalb dieses Streifens. Diese Zahl soll aber
gerade 1 sein, da es sich um einen, als „Ausreißer“  auszuschalten
den Schuß handelt. Beträgt diese Zahl weniger als so hat ein 
Fehler vom Betrag M  eine größere Wahrscheinlichkeit gegen sich 
als für sich. Die Gleichung

(246) N ■ 2 oder 2N  —  1 

2 N •
IS1’
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d. h. also das daraus bestimmte
Mx — — w

entscheidet somit über die Ausschließung einer Beobachtung: Ist 
der gemessene Fehler M  >  x  • w, so ist dieser Schuß auszuschalten. 
Für die x  erhält man nachstehende Tabelle

6 8 10 12 14 16 18

X 2,57 2,76 2,91 3,02 3,11 3,19 3,26

An dem folgenden Beispiel mögen die vorangehenden Entwick
lungen erläutert werden.

Beispiel. Bei einem Schießen wurden unter gleichen Schießbedingungen 
folgende 10 Einschläge in Sehießplatzkoordinaten gemessen:
nach der Länge: 5091,5129, 5122, 5123,5121, 5115, 5122, 5115,5120, 5142, 
nach der Seite: 602, 605, 610, 611, 608, 609, 616, 627, 613, 619. 
Danach ist x0 = 5120 und z0 = 612. Die Xi sind somit 
nach der Länge: — 29; —)— 9; —|— 2; —|— 3; —)— 1 ; -— 5; —[— 2; — 5; -j- 0; -|- 22; 
nach der Seite: — 10; — 7; —2; — 1; —4; — 3; +  4; -f- 15; +  1; + 7 . 
Wir finden weiter
für die Länge: 27̂ «2 = 1474; pt2 = 163,8; [i — 12,8; w = 8 ,6 ; Z60 = 17,2;

x • w = 25,0;
für die Seite: 27̂ *2 = ^70; p f i  — 52,2; n = 7,4; w = 5,0; &60 = 10,0;

x • w = 14,6.
Der Länge nach ist die Abweichung (— 29) absolut größer als x  • w — 25,0; 
das ist also ein Ausreißer, der ausgeschlossen werden muß. Das gleiche 
gilt für den Fehler (-(- 15) der Seite nach. Auf die Wiederholung der 
Rechnung ohne diese Ausreißer verzichten wir hier. Wir wollen lediglich 
noch die Bestimmung von w über E vornehmen:
nach der Länge: 271 I = 78; ]'N • (N — 1) = 9,487; E = 8,22; 

w— 6,9; l60 = 13,8
nach der Seite: 27 ] »̂ | = 54; fA  • (N — 1) = 9,487; E = 5,69; 

w = 4,8; 6 60 = 9,6.
Die so erhaltenen Streuungswerte weichen in der Länge merklich von 
dem obigen Wert ab.
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§ 31. Berechnung der Treffwahrscheinlichkeit gegen Flächen

Mit Hilfe der oben definierten W ah rsch e in lich k e its fu n k 
tion  y> sind wir nunmehr imstande, die T re ffw a h rsch e in lich 
keit bzw. die zu erwartenden T refferzah len  gegen bestimmt 
geformte Ziele zu berechnen. Die folgenden Sätze lassen sich un
schwer auf der Grundlage der Formeln (238) und (239) ableiten; 
es genügt, wenn wir sie ohne ausführlichen Beweis angeben.

1. Die Wahrscheinlichkeit, einen Z ie lstre ifen  der Breite 21 zu 
treffen, der durch zwei parallele, zur Schußebene senkrechte oder 
parallele Geraden begrenzt wird und auf dessen Mittellinie der 
mittlere Treffpunkt liegt, ist

wobei s60 die 50°/oige Streuung nach der Länge, Breite oder Höhe 
bedeutet.

2. Die Wahrscheinlichkeit, ein R ech teck  mit den Seiten 21 und 
2b zu treffen, in dessen Mittelpunkt der mittlere Treffpunkt liegt, 
ist

V

wenn l parallel der Schußrichtung verläuft.
3. Hat der mittlere Treffpunkt von den begrenzenden Parallelen 

des Zielstreifens die Abstände bzw. l2 <  l2), so ist die Wahr
scheinlichkeit, diesen Zielstreifen zu treffen

wenn der mittlere Treffpunkt innerhalb des Streifens, dagegen

wenn der mittlere Treffpunkt außerhalb des Zielstreifens liegt.
4. Durch Kombination der Sätze 2. und 3. bestimmt man ohne 

Schwierigkeit die Treffwahrscheinlichkeit gegen eine R e ch te ck 
flä ch e , bei der der mittlere Treffpunkt nicht mit dem Mittelpunkt
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zusammenfällt, sondern irgendwo im Innern oder außerhalb des 
Rechtecks liegt:

Es handle sich nunmehr darum, die Treffwahrscheinlichkeit 
gegen eine b e lieb ig  begren zte  S cheibe zu finden. Um diese 
Aufgabe zu lösen, bedienen wir uns eines Kunstgriffes, den 
R oth e (104,<105) zuerst angegeben hat. Nach Formel (239) ist die 
Wahrscheinlichkeit, ein Gebiet B(x, y) zu treffen, gegeben durch

W =  j  § e - h'* ' - l’ v‘ d x -d y ,

wobei das Doppelintegral über das zu treffende Gebiet B(x, y) zu 
erstrecken ist. Hierin werden wir neue Koordinaten durch die 
folgenden Substitutionen einführen:

(246)
d f =  A . c - *’ *’ - dx, d. h.

\7l

drj =  4 = * e~k' vd y , d. h.
1 71

f  =  q>(h • x);

V =  <p(k- y).

Damit geht das obige Doppelintegral über in das folgende

(247) W =  JJdf-tfj?,

welches durch Planimetrieren ausgewertet werden kann. Dazu 
braucht die das Gebiet B(x, y) begrenzende Kurve nur mit Hilfe 
der Transformation (246) in das neue Koordinatensystem (f, tj) 
übertragen werden. Das Gebiet B(x, y) geht damit in das Gebiet 
B (£, rj) im System ( f , rf) über. Planimetriert man diese transfor
mierte Scheibe aus, so wird sofort die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
erhalten.

Wir betrachten nunmehr noch den Integranden des Doppel
integrals. Dann folgt, daß die Treffwahrscheinlichkeit für alle die 
Punkte der Ebene (genauer für die Flächenelemente d f) gleich ist, 
für die

- h ' x '  —  k ' u 1 . 1e — const =  — .V
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Somit liegen die Punkte auf der Ellipse

h * -z 2 +  k2 - y 2 =  \nC.

Nun sind h und Je nach (243), (243 a) den 50%igen Streuungen 
umgekehrt proportional; also sind die Achsen der Ellipsen den 
letzteren direkt proportional, und im besonderen erkennen wir, 
daß bei einer großen Anzahl von Schüssen der Umriß des 
Streuungsbildes e llip sen förm ig  wird.

In der Artillerie werden verschiedene Arten von Streuungen 
unterschieden:

50%ige Längenstreuung (ho) in der Schußrichtung,
50%ige Breitenstreuung (b so) senkrecht zur Schußrichtung 

und waagerecht,
50%ige Höhenstreuung (^50) senkrecht zur Schußrichtung 

und senkrecht,
50%ige Querstreuung (iso) in der Flugbahnebene, senk

recht auf der Flugbahntan
gente,

50%ige Längsstreuung (̂ 50) in Richtung der Bahntan
gente.

Ist |# | der absolute Wert des Neigungswinkels in einem Flugbahn
punkt, so gelten dort folgende Zusammenhänge:

(248) ä60 — (s0 • tg | ■& | ; ?50 — Jjo ■ sin | #  |; <B0 — .
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Wir haben schon des öfteren darauf hingewiesen, daß dem Artil
leristen in Form der S ch u ß ta fe l die notwendigen Unterlagen für 
die Durchführung des Schießens an die Hand gegeben werden. In 
diesen Tafeln muß alles das enthalten sein, was für die Lösung 
irgendeiner Aufgabe militärischer Art erforderlich ist. Inhalt und 
Aufbau der Schußtafel sind dadurch weitgehend bestimmt. Wir 
werden daher diese Dinge am zweckmäßigsten an Hand eines Schuß
tafelauszuges schildern. Vorher wollen wir jedoch in großen Zügen 
auf die Grundlagen und die Berechnung der Schußtafeln eingehen.

§ 32. Die Schußtafelberechnung

a) V ersuchsanordnung und V ersu ch sdu rch füh ru ng

Der Leser wird aus den Entwicklungen, die in diesem Buch 
durchgeführt worden sind, die Überzeugung gewonnen haben, daß 
die Theorie eine strenge Lösung des außenballistischen Problems 
bisher nicht geben konnte. Zwar läßt sich die Gesamtheit der Flug
bahnelemente eines bestimmten Geschosses mit verhältnismäßig 
guter Annäherung numerisch angeben. Das Ergebnis ist von vielen 
wesentlichen Parametern usw. abhängig (ballistischer Beiwert, 
Luftwiderstandsfunktion usw.), und andererseits stimmen meistens 
Luftgewichtsverteilung und Temperaturverlauf nicht mit den der 
Theorie zugrunde gelegten überein. Alle diese Gründe bewirken, 
daß die praktische Ballistik heute noch in erster Linie auf das 
E xp erim en t angewiesen ist. Die Theorie spielt vielmehr eine 
ausgleichende und interpolierende Rolle. Ihre Vervollkommnung 
bringt es allerdings als großen Vorteil mit sich, daß die Anzahl 
der Versuche verhältnismäßig klein gehalten werden kann. Aus 
diesen wenigen Versuchen werden mit Hilfe der Theorie auf Grund 
eines vorher für den besonderen Zweck ausgewählten Gesetzes für 
den Luftwiderstand und der geeigneten Rechenmethode die zu ver
schiedenen ^„-Werten und verschiedenen Erhöhungen <p gehörigen 
ballistischen Beiwerte aus den Versuchsergebnissen bestimmt. 
Durch graphischen Ausgleich stellt man dann die N etzkurven
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c =  c(v0,q>) her. Erst dann setzt die genaue B erechnung der 
Schußtafel ein.

Die Durchführung eines Schußtafelschießens muß mit größter 
Sorgfalt vorgenommen werden. Es muß nicht nur darauf geachtet 
werden, daß die einzelnen Schußgruppen (Treffbilder) unter mög
lichst genau gleichen Bedingungen geschossen werden, sondern es 
muß darüber hinaus oberster Grundsatz sein, durch fortgesetzte 
Messungen vor und während des Schießens die Unterlagen zu ver
vollkommnen. — Hat ein Geschütz mehrere Ladungen (verschieden 
stark bemessene Mengen von Treibpulver und daher verschiedene 
Anfangsgeschwindigkeiten), so ist es empfehlenswert, Treffbilder 
in möglichst allen Ladungen zu schießen; zum mindesten müssen 
die kleinste und größte, sowie genügend viele Zwischenladungen 
beschossen werden, wobei stets der Bereich der S cha llgesch w in 
d igk eit besonders zu berücksichtigen ist. Angenommen, ein Ge
schütz habe 7 Ladungen mit den Anfangsgeschwindigkeiten 200, 
240, 300, 360, 420, 500, 580 m/s, dann sind nach den obigen Ge
sichtspunkten mindestens die Ladungen 1 (v0 =  200 m/s), 4 (v0 
=  360 m/s), 5 (vQ =  420 m/s) und 7 (u0 =  580 m/s) zu beschießen. 
Was die Anzahl der in jeder Ladung zu untersuchenden E r
höhungen angeht, so sollten vier verschiedene Erhöhungen für die 
„untere Winkelgruppe“  (0 °<  <i 45°) im allgemeinen genügen; 
als zweckmäßig haben sich die Erhöhungen 5°, 15°, 30°, 43° er
wiesen. Das entsprechende gilt für die „obere Winkelgruppe“ 
(45° <  <p <  90°) mit den Erhöhungen 80°, 70°, 60°, 45°. Beim Er
schießen der mittleren Entfernung für jede Ladung und Erhöhung 
sollen gleichzeitig auch die 50 %igen Streuungen ermittelt werden. 
Man darf daher nicht weniger als 10 Schuß je Treffbild aufwenden; 
besser sind 15 Schuß, die bei besonders genauen Vergleichs
beschüssen stets erforderlich sind. Die Anzahl der Treffbilder ist 
natürlich entsprechend zu vermehren, wenn es sich um Geschosse 
mit einstellbaren Zeitzündern handelt und wenn deren Spreng- 
punkte im Raum zeitlich genau festgelegt sein müssen (Fl^d). 
Im übrigen sind ganz allgemein folgende Messungen und Maß
nahmen erforderlich:

1. Festlegung des G eschützortes und des Geschoßeinschlages 
in Platzkoordinaten des Schießplatzes. Der Schießplatz ist karten
mäßig bekannt. Infolgedessen ist die Schußrichtung bekannt. Auf 
die Feststellung der Höhenlage von Geschütz und Einschlag muß 
bei welligem Gelände Wert gelegt werden.
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2. Messungen des L u ftgew ich ts  und der Tem peratur am 
Boden und in größeren Höhen, möglichst oft. Das gleiche gilt für 
Windmessungen. Da ein mit der Höhe sowohl der Richtung wie 
der Stärke nach veränderlicher Wind rechnerisch nur unsicher er
faßt werden kann, wird ein Schußtafelschießen möglichst mit zwei 
Geschützen durchgeführt, die in entgegengesetzter Richtung 
schießen. Dadurch wird, wenn aus den Ergebnissen beider Ge
schütze das Mittel genommen wird, der Einfluß des Längs- und 
Seitenwindes ausgeschaltet.

3. Bestimmung des G ew ichtes für jedes einzelne Geschoß. Für 
das Schuß tafelschießen werden aber zweckmäßig nur die Geschosse 
verwandt, die das genau vorgeschriebene schußtafelmäßige Ge
wicht haben.

4. Genaueste Prüfung der P u lverladungen  hinsichtlich Ein
heitlichkeit, Gleichheit der Lieferung, Gewicht und Feuchtigkeits
gehalt. Fortlaufende Bestimmung der Pulvertemperatur. Die 
Ladungen werden nach Möglichkeit bereits mindestens 24 Stunden 
vor Beginn des Schießens in besonderen fahrbaren Temperier
räumen eingelagert und auf die schußtafelmäßige Normaltempe
ratur gebracht.

5. Bei jedem einzelnen Schuß sollen außerdem noch folgende 
Maßnahmen erfolgen:

Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit,
Messung des höchsten Gasdruckes,
Messung des Verbrennungsraumes,
Messung des Rohrrücklaufes,
Einstellung der Erhöhung nur mit empfindlichem Winkelmesser,
Festlegung der Seitenrichtung nur mit Hilfe genau bekannter 

Richtpunkte,
Messung der Geschoßflugzeit mittels Stoppuhr. Übertragung des 

Abschußknalles zum Beobachter am Geschoßeinschlag durch
9 Fernsprecher; für manche Zwecke sind sogar objektive Flug

zeitmessungen mittels geeigneter Apparaturen unerläßlich,
Feststellung der Tageszeit, um später die Schußergebnisse mit 

den meteorologischen Messungen zu vergleichen.
Von den hier geforderten Messungen werden wir anschließend 

die beiden wichtigsten ausführlicher besprechen.
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b) Messung
der A n fan gsgesch w in d igk eit und des G asdruckes

Messung der Anfangsgeschwindigkeit. Zur Messung der Anfangs
geschwindigkeit sind verschiedene Verfahren vorgeschlagen wor
den, von denen aber nur einige wenige im praktischen Gebrauch 
sind. Die beiden wichtigsten sollen beschrieben werden.

Vor der Mündung des Geschützes befinden sich 2 Drahtspulen, 
die einen bestimmten Abstand voneinander haben und deren 
Durchmesser so groß ist, daß das Geschoß ohne Gefahr durch 
beide Spulen durchfliegen kann. Die Geschosse werden vor dem 
Abschuß magnetisiert; sie verursachen daher beim Durchfliegen 
der Spulen Induktionsströme, die ihrerseits durch Vermittlung von 
Verstärkern und Relais die eigentlichen Zeitmesser in Betrieb 
setzen. Als die wichtigsten nennen wir das Boulenge-Gerät und 
den O szillographen.

Beim Boulenge-Gerät (Abb. 30) hängt am Elektromagneten 
Ex ein verhältnismäßig langes Eisengewicht Sx, während der 
Elektromagnet E2 das kürzere Eisen
gewicht S2 trägt. Durch den Induk
tionsstrom beim Durchfliegen des Ge
schosses durch die 1. Spule wird über 
ein Relais der Strom in Ex unter
brochen; die Folge ist, daß S1 frei 
herabfällt. Sobald das Geschoß die 
2. Spule erreicht hat, wird auch in 
E2 der Strom unterbrochen, so daß 
nunmehr auch S2 fällt. Nach einer 
gewissen Fallstrecke trifft nun S2 auf 
die Platte P, die durch den Aufprall 
den Hammer H freigibt; dieser schlägt dann in den herabgefallenen 
Stab Sj die Zeitmarke Z ein. Auf Sx befinden sich noch die N u ll
marke 0, die die Lage von H  bei angehängten Gewichten angibt, 
und die D isju nk tion sm arke D, die von H eingeschlagen wird, 
wenn Sx und S2 ihre Fallbewegung gleichzeitig beginnen. Die Zeit 
tx zum Durchfallen der Strecke hx =  OZ, vermindert um die Zeit 
t2 zum Durchfallen der Strecke h2=  OD, ergibt die gesuchte 
Meßzeit t. Nun ist aber auf Grund der Formeln für die Fall-

Abb. 30. Schema des 
Boulenge-Flugzeitmessers

bewegung im luftleeren Raum (50 b): tx und f2 =  j / ~  ■
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Sdi

M M

Beträgt der Abstand der Spulen s m , dann ist die (mittlere) Ge
schoßgeschwindigkeit gegeben durch v =  =  -—-— (m/s).

Beim O szillographen  werden die Durchgänge des Geschos
ses durch die Spulen unter Zwischenschaltung von W andlern 
gleichzeitig mit den Schwingungen einer Stimmgabel auf einem 
rotierenden Filmstreifen aufgenommen. Zu diesem Zweck (Abb.31 a)

befindet sich zwischen den Polen eines 
starken Magneten M  eine Drahtschleife 
Sch, die ein feines, etwa 1/2mm2 großes 
und nur wenige Hundertstel Millimeter 
starkes Spiegelchen S-p trägt. Fließt 
nun durch diese Schleife ein Strom, so 
wandern nach den Gesetzen der Elek
trizitätslehre die beiden Drähte der 
Schleife je nach dem Sinn der Strom
richtung nach vorn bzw. nach hinten 
aus. Das Spiegelchen Sp führt also 
eine kleine Drehung um die Achse a 

aus. — Die ganze Meßapparatur hat nun zwei solcher Meßschleifen; 
die eine steht mit den Spulen in Verbindung, schlägt also zweimal 
aus, nämlich beim Durchgang des Geschosses durch die vordere 
und hintere Spule. Die zweite Meßschleife wird von einem Strom 
durchflossen, der durch eine Stimmgabel bekannter Frequenz 
periodisch unterbrochen wird; das Spiegelchen dieser Schleife 
vibriert also im Takte der Stimmgabelschwingungen. Auf die 
Spiegel der beiden Meßschleifen fällt je ein Lichtstrahl einer Licht
quelle; diese Strahlen werden nun von den Spiegeln auf eine 
rotierende Filmtrommel projiziert. Das Photo zeigt dann nach der 
Aufnahme die Stimmgabelschwingungen und die Geschoßdurch
gänge (Abb. 31b). Aus der Anzahl der Schwingungen läßt sich die

Spule o Stimmgabol

Abb. 31a. Meßschleife beim 
Oszillographen

Abb. 31 b. Oszillographenaufnahme und Auswertung
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Durchgangszeit t des Geschosses durch die Spulenstrecke s und 
damit die Geschoßgeschwindigkeitv — bestimmen (vgl. Abb.31 b).

Messung des Gasdrucks. Man bedient sich hierzu einer Methode, 
die auf der Stauchung von kleinen Kupferzylindern beruht. 
Abb. 32 zeigt das Prinzip dieser Messung. Im Boden des stark 
verkupferten Stahlgehäuses G befindet sich der genau einge
schliffene, spiel- und reibungsfrei bewegliche 
Stempel S. Zwischen S und dem Oberteil von 
G befindet sich der auswechselbare kupferne 
Stauchzylinder Z  von genau vorgeschriebenen 
Dimensionen. Diese ganze Einrichtung wird in 
dem Ladungsraum des Geschützes zusammen 
mit dem Pulver untergebracht. Beim Schuß 
wird durch den Gasdruck der Stempel S in 
das Innere von G hineingepreßt, wodurch 
der Zylinder Z  entsprechend dem Höchstgas
druck gestaucht wird. Die Größe dieser Stau
chung wird mit der Mikrometerschraube festgestellt und mit 
Hilfe von Eichtabellen als Gasdruck (kg/cm2) ausgedrückt. Die 
Eichung der Stauchkörper erfolgt mittels einer Hebelpresse.

Z

\

j l

Abb. 32. Meßei für 
Gasdruckbestim

mung

c) A usw ertung der V ersuchsergebnisse

Die Hauptarbeit besteht nach Abschluß des Schußtafelschießens 
nun darin, aus den gewonnenen Ergebnissen die Unterlagen für 
die Schußtafelberechnung in Gestalt der ballistischen Beiwerte zu 
erhalten. Dazu müssen die Versuchsergebnisse zunächst auf Nor
malverhältnisse reduziert werden. Für einen großen Teil der das 
Ergebnis verfälschenden Umstände ist von vorneherein bei der 
Anlage des Versuchs auf Abstellung geachtet worden (Wind durch 
Schießen von zwei Seiten, Geschoßgewicht, Pulvertemperatur usw.). 
Die hauptsächlichsten Fehlerquellen sind nun nur noch Luft
gewicht, Lufttemperatur und Fehler im Abgangswinkel. Die 
ersteren werden ständig gemessen und können also nach einer vor
läufigen Rechnung mit Hilfe der Formeln (209/236) ausgeschaltet 
werden. Der Abgangsfehlerwinkel muß unter Umständen durch 
einen gesonderten Versuch bestimmt werden.

Nachdem nunmehr die Abweichungen bekannt und ausgeschaltet 
sind, werden die c-Werte auf der Grundlage des für den vorliegenden
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Zweck geeigneten  th eoretisch en  A nsatzes bestimmt und 
schließlich über vn und <p graphisch ausgeglichen. Sobald man 
also für die festgehaltene Erhöhung (p1, . . .  die c-Werte der ver
schiedenen Ladungen bestimmt hat, werden diese für 9̂  =  const., 
. . . aufgetragen und ausgeglichen (Abb. 33a). Sodann werden die 
c-Werte für jede Ladung (d. h. v0 =  const.) abgelesen und neuer-

c c

digkeit und Erhöhung

dings über einem (c, 9?)-System für v0=  const. aufgetragen und 
ausgeglichen (Abb. 33b). Nunmehr sind die Unterlagen für die 
endgültige Schußtafelberechnung vorhanden. Man berechnet mit 
Hilfe der Formeln, die wir entwickelt haben, Schußweiten, Flug
zeit, Endgeschwindigkeiten, Fallwinkel für den Endpunkt der 
Flugbahn. Darüber hinaus muß aber auch der gesamte Flugbahn
verlauf bekannt sein, wie wir noch sehen werden. — Fernerhin 
müssen die durch Änderung der Anfangsgeschwindigkeit, des Luft
gewichts, der Lufttemperatur und durch Wind bedingten Schuß
weiten- und Seitenabweichungen bekannt sein.

§ 33. Schießbehelfe

a) D ie S chu ßta fel

Die S chu ßta fe l ist meist in Buchform auf gestellt. Sie glie
dert sich in mehrere Teile, deren hauptsächlichsten wir anführen 
wollen.

Der erste Teil ist die sogenannte K om m an d ota fe l, die für 
irgendein Geschütz nachstehend im Auszug wiedergegeben ist:
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Ent- Er- Enge Seitenver- Zünder- Elug- Endge- Pall-
fer- hö- Gabel Schiebung Stellung zeit schwin- winkel

nung hung digkeit
m Strich Strich Strich Grad v. t- s m/s Strich
i 2 3 4 5 6 7 8

5000 185 4 +  7 100 15,2 262 283

5100 192 _- 8 103 15,6 261 293
5200 198 - - 8 105 16,1 259 303
5300 204 5 - - 8 107 16,5 258 313
5400 210 - - 9 109 16,9 257 323
5500 217 - 9 111 17,3 255 334

5600 223 +  9 113 17,8 254 344
5700 230 +  10 115 18,2 253 355
5800 239 5 +  10 117 18,7 252 366

Sie enthält neben Erhöhung und Entfernung u. a. noch Angaben 
über folgende Elemente:

1. Enge G abel: ein Maß zur Verlegung des Treffpunktes, wenn 
dieser nicht genau im Ziel liegt.

2. F lu gze it: Sie dient u. a. zum Unterscheiden der Geschoß
einschläge, wenn mehrere Geschütze auf dasselbe Ziel schießen.

3. E n dgesch w in d igk eit: zur Bestimmung der Eindringtiefe.
4. Angaben über Z ü n derste llun g und evtl. Veränderung der 

Sprengpunktlage, wenn die Teilung am Zünder verstellt wird.
Im zweiten Teil der Schußtafel befindet sich die sogenannte 

L ibe llen ta fe l. Diese dient dazu, Höhenunterschiede zwischen

Höhenunterschied 
Geschütz-Ziel (m)

Libelleneinstellung bei Entfernung (m)

5000 5500 6000

304 304 303
20

— 296 297 297

308 307 306
40

— 292 294 295

60
312 311 310
288 290 291
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Geschütz und Ziel auszuschalten. Befindet sich ein Ziel in der Mü
dungswaagerechten, so gilt die Erhöhung der Kommandotafel; lie
nun das Ziel um ein gewisses Maß außerhalb der Mündungswaa
rechten, so muß sich die Erhöhung ändern. Diese Erhöhun
änderung wird nun an einer besonderen Skala, der „L ib e lle
eingestellt, deren Nullstellung willkürlich auf ,,300“  festgesetzt i
„Libelle 310“ heißt also: an Erhöhung ist 10~ zugelegt. D
Libellenwerte werden aus dem Verlauf der Flugbahnen oder 
der Näherungsformel (147) bestimmt.

Der letzte Teil der Schußtafel enthält die sogenannten B. W.
Tafeln . Dabei bedeutet ,,B. W. E.“  die Abkürzung für „Besonde
und Witterungs-Einflüsse“ . Sie enthalten die Schußweitenän
rungen für Wind, Luftgewichtsänderungen usw. Wir haben ein
Teil dieser Tafeln auszugsweise wiedergegeben.

Ent
fernung

m

Für Längswind. . .  m/s 
ist an Entfernung zu 

berichtigen . .  . m :

2 4 6 8

5000 25 50 70 100
5500 30 60 85 115
6000 35 70 100 135

Ent
fernung

m

Für Querwind. . .  m/s
beträgt die Seitenkor

rektur . . . Strich:

2 4 6 8

5000 2 4 7 9
5500 2 5 7 10
6000 3 5 8 10

Ent
fernung

m

Für ein Luftgewicht 
von . . . kg/m3 ist an 

Entfernung zu berich
tigen . . .  m:

1,22
1,18
oder
1,26

1,14
oder
1,30

1,10
oder
1,34

5000 0 65 130 190
5500 0 70 145 215
6000 0 80 160 240

Ent
fernung

m

Für . . .  Stufen Ge
schwindigkeitsänderun
ist an Entfernung z

berichtigen . . . m :

2 4 6 8

5000 15 30 50 65
5500 15 35 50 70
6000 20 35 55 70



1000 2 0 0 0  3 0 0 0  4 0 0 0  5 0 0 0  6 0 0 0

I
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Es braucht nicht besonders erwähnt zu werden, daß die vor
genannten Tabellen und Tafeln für jede Ladung getrennt auf
geführt sind.

Wir wollen zum Abschluß ein Beispiel geben für die Bildung eines 
Feuerkommandos mit Hilfe der Schußtafel. Das Ziel befinde sich in 
5700 m Entfernung, genau südöstlich vom Geschütz, 50 m höher als 
letzteres. Der Wind wehe mit einer Stärke von 10 m/s aus westlicher 
Richtung. Das Tagesluftgewicht betrage 1,16 kg/m3. Das Rohr sei alt 
und ausgeschossen und gebe die v0 um 4 Stufen zu klein. Die Kompo
nenten des Windes in bezug auf die Schußrichtung sind: Längswind 
=  +  7 m/s, Querwind =  —  7 m/s. Somit erhalten wir folgende Ver
besserungen für die Schußweite

Dazu gehört laut Kommandotafel die Erhöhung 218 Strich. Wegen des 
Höhenunterschiedes ist die Libelle 309. Die Seitenverschiebung beträgt 
0 Strich (Summe der Kommandotafelangabe -|- Seitenwindeinfluß).

b )D as F lu gbah n bild , der A rtillerierech en sch ieb er 
und die graphische S chußtafel

Außer der soeben beschriebenen Schußtafel sind noch einige 
andere Schießbehelfe im Gebrauch. Zur Bekämpfung von Zielen, 
die weit außerhalb der Mündungswaagerechten liegen, dient das 
F lu gbah n bild , das die einzelnen Flugbahnen für Erhöhungen 
von 20_  zu 20_  enthält (Abb. 34). Mit Hilfe dieser Darstellung, 
die auch die Kurven gleicher Flugzeiten enthält, kann die Er
höhung der Flugbahn festgestellt werden, die durch irgendeinen 
Punkt des Raumes geht, soweit dieser Punkt überhaupt im Schuß
bereich der Waffe liegt.

Zur bequemeren Ermittlung der Schießunterlagen dient der 
sogenannte A rtille r ie -R ech en sch ieb er , der die im vorigen 
Abschnitt durchgeführte Rechnung zur Ermittlung des Feuer
kommandos mechanisch ausführt. Die in der Schußtafel enthal
tenen Verbesserungswerte sind auf Walzen und Hebel übertragen; 
die einzustellende Erhöhung ergibt sich automatisch, wenn eine 
bestimmte Folge von Handgriffen ausgeführt wird, mit denen die 
B. W. E. dem Gerät zugeführt werden. •
Athen, Ballistik 16

Längswind (wx =  -f- 7 m/s)
Rohrstufe (A v0 =  —  4 Stufen)
Luftgewicht (öB =  1,10 kg/cm3)
Zusammen
Ungestörte Schußweite 
Berichtigte Schußweite

+  107 
—  35 
+  112
+ 1 8 4  m 

5700 m 
5516 m
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Die graphische S chu ßta fel (Abb. 35) schließlich ist eine an
dere Form des Flugbahnbildes. Man kann sie sich nach einem 
Vorschlag von Ammann folgendermaßen entstanden denken: 
Die Flugbahn mit der kleinsten Erhöhung (0) wird in einer festen 
Ebene gezeichnet; die Flugbahn mit der Erhöhung e wird in einer 
Ebene dargestellt, die um den Winkel s gegen die O-Ebene ver
dreht ist usf. Auf diese Weise entsteht aus allen Flugbahnen der 
sogenannte „F lu gbah n berg“ . Dieser wird nach dem aus der Kar
tenkunde bekannten Schichtlinienverfahren in die Ebene pro
jiziert; dadurch entsteht eine ganze Schar von Kurven gleicher 
Flughöhen über der Mündungswaagerechten. Die einzelnen Flug
bahnen stellen sich in diesem Bild als gerade Linien dar. Abb. 35 
zeigt schematisch die Konstruktion des Flugbahnberges und der 
graphischen Schußtafel, die daneben noch einmal in ihrer end
gültigen Form dargestellt ist. Mittels des drehbaren Lineals kann 
zu jedem Punkt des Schußbereichs die Erhöhung festgestellt 
werden. Die Tafel enthält übrigens auch die Fallwinkel und Flug
zeiten. Auf Einzelheiten wollen wir nicht eingehen.





graphische Schußtafel nach Ammann
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so hoher Gasdruck entstanden ist, daß der Einpreßwiderstand des 
Geschosses in die Züge bzw. das Geschoßgewicht und die Reibung 
bei glatten Rohren (z. B. Flügelminen) überwunden wird. Die Ver
brennung erfolgt zunächst schneller als der Druckausgleich durch 
die Vorwärtsbewegung des Geschosses. Die Folge ist das Ansteigen 
der Druckkurve (Abb. 36) bis zu einem Maximum, von dem aus 
die Kurve langsam wieder abfällt. Um die Pulverenergie voll
ständig auszunutzen, muß die Verbrennung abgeschlossen sein, 
bevor das Geschoß das Rohr verlassen hat.

Das Hauptproblem der inneren Ballistik umfaßt die Lösung 
folgender Aufgabe: Für ein G eschütz, von  dem K a liber , 
R oh rlän ge, an fänglich er V erbrennungsraum , G esch oß 
gew icht, T reib ladun gsart und -gew ich t bekannt sind, 
soll man die in n en ballistisch en  E lem ente erm itteln , 
also besonders G asdruck, G eschoßgeschw indigkeit, 
D u rch lau fze it des G eschosses und V erbrennung des 
Pulvers. D ie ze itlich e  A bh än gigkeit d ieser Größen 
und ihr jew eiliger W ert für jed e  belieb ige  Lage 
des G eschosses im R ohr müssen bestim m t werden. 
B esondere A ufm erksam keit ist dem M axim algas
druck  und der M ündungsgeschw indigkeit zuzuwenden, 
da diese E lem ente der experim en tellen  Prüfung am 
besten  zugänglich  sind und andererseits für den G e
sch ü tzk on stru kteu r bzw. den A u ßen ba llistik er das 
H auptin teresse haben. ■— Die Lösung des Hauptproblems der 
inneren Ballistik ist bis heute nicht einwandfrei gelungen. Die teils 
empirisch, teils durch Näherungsannahmen gewonnenen Lösungen 
weisen ähnliche Mängel auf wie die Lösungen des außenballisti
schen Problems. Wir wollen versuchen, im folgenden einen Ein
blick in das innenballistische Problem und die Methoden zu ge
währen, die das Problem einer Lösung näherbringen.
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Kap. II. Die Grundgleichungen der inneren Ballistik

§ 34. Die Abelsche Gleichung
Für die wirklichen Gase gilt bekanntlich die van der Waalssche 

Zustandgleichung

(249) ( ? +  -^ j • {t) — a) =  R -  T,

in der p den Druck, T die absolute Temperatur, R die Gaskon
stante, t> das spezifische Volumen des Gases und ß und a bestimmte 
Konstanten bedeuten; a nennt man auch das K ovolu m en ; dies 
ist das kleinste Volumen, welches das Gas überhaupt einnehmen 
kann, wenn die Gasmoleküle immer enger zusammenrücken. 
Offenbar tritt auf Grund von (249) dieser Fall für T =  0, also 
am absoluten Nullpunkt ein. Diese Gleichung gilt auch für die 
Pulvergase, speziell wenn diese in einem allseitig geschlossenen 
Raum vom V olum en SS0 durch Verbrennung einer Pulverm enge 
vom  G ew icht L entstanden sind. Bezeichnen wir mit T0 die 
E xp losion stem p era tu r und wiederum mit a das K ovolu m en , 
dann gilt statt (249) unter der für unsere Betrachtungen stetsO
gültigen,'erfahrungsmäßigen Annahme -dh ~  0 die neue Gleichung

R -T a-L T
P  ~~  580 —  L - a  ’  ( ® °  “  L ' Ü) ’

welche noch etwas vereinfacht werden kann. Die Erfahrung hat 
nämlich gezeigt, daß für jede Pulverart R • T0=  f  einen konstanten
Wert hat. Andererseits bezeichnet man = A  als die L a d e
d ichte ; somit geht die obige Gleichung für p über in

(250) V =  /•
A

1 — a-A

Diese Gleichung ist bekannt als die „A belsch e  G leichung“ (122>. 
Hierin nennt man /  den „spez ifisch en  D ru ck“  oder auch
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manchmal die „P u lv erk ra ft“ . Für die Pulvergase gilt mit guter
Näherung a '

1000 '
S chm itz11261 hat nachgewiesen, daß die

A bel sehe Gleichung (250) für Gasdrücke im Bereich 1200 <  p 
<  4500kg/cm2 gut erfüllt ist. Jedoch treten nach Feststellung 
anderer Ballistiker z. T. für f  >  3000 kg/cm2 bereits erhebliche 
Abweichungen ein; der Grund ist mit in der Vernachlässigung 
von ß in (249) zu suchen. Die Konstanten a und /  sind bestimm
bar durch mehrere Verbrennungen verschiedener Pulvermengen 
in einer geschlossenen Druckbombe und Bestimmung des Höchst
gasdruckes. Umgekehrt ist dann mit /  auch die Verbrennungs
temperatur T0 bekannt.

§ 35. Die Energiegleichung

Bezeichnen wir wie oben mit L die Pulvermenge und mit y den 
Bruchteil der verbrannten Pulvermenge, so läßt sich die Abelsche 
Gleichung schreiben

(251) V =
____________ f - L - y _____________

%n —  L - y - a  —  ^ - L - ( \  —  y)

In dieser Gleichung bedeutet also L- (1 — y) den unverbrannten  
Anteil der Pulvermenge; somit ist -i- • L • (1 — y) dessen Volumen, 
wenn s das spezifische Gewicht des Pulvers ist. Andererseits ent
hält ganz allgemein ein Volumen iß, in dem ein Gas unter dem 
Druck jj eingeschlossen ist, die potentielle Energie E:

(252)
X--- 1

c . . .  .wo x =  —  das Verhältnis der spezifischen Wärmen der Gase bei
c v  .

konstantem Druck bzw. konstantem Volumen bedeutet. Somit 
ergibt (252), auf den Fall der Verbrennung des Bruchteils y einer 
Pulvermenge L im Volumen Sß0 angewandt, für dessen potentielle 
Energie E

(252a) E =
V 3?o —  L  ■ y  - a -------- • £  • (1 —  y)

x ~ l
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und daher, wenn für p der Wert aus (251) eingesetzt wird:

(253) E  = f - L - y  
x — 1

Bei der Geschoßbewegung im Rohr mit dem Querschnitt q sei 
seit Beginn der Bewegung die Zeit t verflossen; weiter habe das 
Geschoß den Weg x zurückgelegt; der anfängliche Verbrennungs
raum sei SS0. Das Volumen der Pulvergase ist also zur Zeit t, 
wenn in diesem Zeitpunkt der Bruchteil y der Pulvermenge L 
verbrannt ist,

$ * =  5B0 +  ? -  z — L - y - a  — i - . £ . ( l — y).

Der Energiebetrag E (253) findet sich in verschiedenen Hauptbe
trägen wieder, nämlicji 1. in der kinetischen Energie -j- [i ■ v2 der 
sich mit der Geschwindigkeit v bewegenden Gesamtmasse //, 
2. in der Arbeit P, die zur Überwindung des Einpreßwiderstan- 
des des Geschosses in die Züge nötig ist, 3. in der potentiellen 
Energie der im Volumen $$x unter dem Druck p stehenden Pulver
gase. — Die Energiegleichung lautet somit

(254)

f  ^ y =  4- fi v2 -)- P  -f- oderx — 1 X ----- 1

f - L - y — p- $o +  q -x— L -y -a ---- r - L - ( l — y)

{x — 1) (y P - v2 +  P)

Haupt
gleichung 
der inneren 
Ballistik

Zu dieser von R esa l(106) zuerst hergeleiteten Gleichung sind einige 
Bemerkungen erforderlich: 1. Die Masse fi ist nicht genau gleich
der Geschoßmasse m =  — , sondern u ist eine scheinbare Masse, 

. 9 ' .welche die Energie des Rohrrücklaufs, die Bewegungsenergie der 
vergasten Ladung und die durch den Drall hervorgerufene Rota
tionsenergie usw. gleichzeitig berücksichtigt. Man kann aber in 
vielen Fällen den Rohrrücklauf und die Rotationsenergie ver
nachlässigen. Dann wird

P =
G b +  b - L

»
9



248 Kap. II. Die Grundgleichungen der inneren Ballistik

wobei e ein Ausgleichsfaktor ist, der oft e =  ~  gesetzt wurde; 
neuerdings hat L angw eiler<123) nachgewiesen, daß e =  \  ein 
zweckmäßigerer Wert ist. Infolge mehrerer Vernachlässigungen, 
z. B. Wärmeabgabe an die Rohrwand, darf man für x nicht seinen 
theoretischen Wert x — 1,405 nehmen, sondern einen etwas klei
neren, empirisch festzulegenden Wert, den L an gw eiler(123) wie 
folgt bestimmt: Die Energie E muß gleich dem Kaloriengehalt der 
verbrannten Pulvermenge sein, d. h. es gilt, wenn U die kalorische 
Energie des Pulvers ist,

(255) E =  ^ ^ = U - L - y ,  d. h.

f  und V  sind experimentell bestimmbar. So fand sich z. B. für 
Nitroglyzerinpulver ä; =  1,18; für Nitrozellulosepulver x =  1,21

§ 36. Das Verbrennungsgesetz des Pulvers

In der Praxis hat sich gezeigt, daß die Verbrennungsgeschwindig
keit des Pulvers in erster Linie vom' herrschenden Druck, von 
Größe und Form des Pulvers, sowie von dessen chemischen und 
physikalischen Eigenschaften abhängt. Die quantitative Fest
legung dieser Zusammenhänge wird durch das Verbrennungsgesetz 
formuliert. Nach P iob ert(107) geht das Abbrennen des einzelnen 
Pulverkorns so vor sich, daß die Verbrennung in „p ara lle len  
S ch ich ten “  erfolgt, so also, daß in einem bestimmten Augenblick 
die Zersetzung um dieselbe Wegstrecke von jedem Punkt der 
Oberfläche und senkrecht zu ihr fortgeschritten ist, wobei der 
herrschende Druck maßgeblich ist. Ist nach einer Zeit von t

. . . . d e  . .Sekunden die Schichtdicke e abgebrannt, so ist e =  ^  die lineare
V erbren n u n gsgesch w in d igkeit des Korns. V ie ille (124)schrieb 
das Verbrennungsgesetz daher in der Form

(256) e  =  X • p k

X und k sind zwei empirisch festzulegende Konstanten; k wird ver
schieden festgesetzt. Die Hauptvertreter der innenballistischen 
Theorien wählen k =  ~- (G ossot und L iou v ille ) bzw. k =  1
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(Charbonnier, Schm itz, Cranz). X ist abhängig vom Pulver 
und kann durch Bestimmung der Verbrennungszeit r0 eines 
Pulverkorns der Dicke a unter konstantem Druck p0 bestimmt 
werden. Nach (256) ist also:

(256 a) X =  ^ - . p 0~KZT0
Der Faktor 1/2 auf der rechten Seite dieser Gleichung muß 

gesetzt werden, da ja die Verbrennung gleichzeitig von der oberen 
und unteren Fläche des Korns her erfolgt.

Betrachten wir nunmehr ein Pulverkorn von der Form eines 
Parallelepipeds mit den Kanten a <  b <  c; dann beträgt das anfäng
liche Kornvolumen a -b - c .  Nach der Zeit t ist von allen Seiten her 
das Stück e abgebrannt; folglich beträgt nunmehr das Korn
volumen nur noch (a— 2e) • (b— 2e) • (c— 2e). Somit erhalten 
wir für den Bruchteil y des verbrannten Pulvers

y -
a -b -c  — (a — 2e) ■ (b — 2e)-(c — 2e)

4 U • b

a-b- c  
1

- 2 (4- +  v  +  t ) '

J - b .4- r— ! •a ■ c b - cj
8

a - b - c • e3.

Ähnlich weist man leicht nach, daß die nachstehende, dieser 
Gleichung analoge Beziehung (257) mit den allgemeinen Koeffi
zienten alt ßlt
(257) y =  a1 -e +  ß1 -e2+ y 1 -e3

allgem ein  bei belieb igen  Pulverformen gilt. Damit ist der 
Bruchteil y bekannt, der in den Gleichungen (251/254) auftritt.

Nun ist aber von vielen Ballistikern darauf hingewiesen worden, 
daß beim A*bbrennen ein Zerfall der einzelnen Pulverkörner ein
tritt, so daß in (256) X sich wegen der durch den Zerfall bedingten 
Kornvermehrung verändert. Andererseits liegen die einzelnen 
Pulverkörner nicht frei, sondern berühren sich in verschiedener 
Weise; auch dadurch wird die Verbrennungsgleichung gestört. 
Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, führt C harbonnier(109) 
ein Verbrennungsgesetz ein, das sich auf die ganze Ladung, 
statt wie oben auf das einzelne Pulverkorn bezieht. Er schreibt

(258) -Jj — y — A • <p(y) • pk
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Hierin wird k im allgemeinen k — 1 gesetzt, während A eine für 
das betreffende Pulver gegebene charakteristische Konstante ist. 
q>(y) ist eine von der Pulverform abhängige Funktion, die von 
Charbonnier in der Form (1 — y)ß* oder angesetzt wird, je 
nachdem, ob das Pulver von innen her (Röhren!) oder von 
außen her abbrennt. Schm itz(126) macht über die Funktion 
q>(y) keine Voraussetzungen, sondern will ihren Verlauf durch 
V erbrennungsversuche in geschlossener Bombe bestimmen. 
Übrigens kann man (258) ohne Schwierigkeit aus (257) herleiten; 
dabei ergibt sich bei Betrachtung bestimmter Pulverformen 
auch sofort die von C harbonnier gewählte Form der Ver
brennungsfunktion (p (y ) .

§ 37. Das System der Hauptgleichungen der inneren Ballistik

Um die Bewegung des Geschosses durch das Rohr festzulegen, 
muß noch die B ew egungsgleichung abgeleitet werden. Das 
Gleichgewicht der Kräfte wird durch das folgende Newtonsche 
Bewegungsgesetz

d2x ..(259) fj, ■ =  j i  • x =  q ■ p (q =  Rohrquerschnitt)

ausgedrückt; dabei sind allerdings die Reibungskräfte vernach
lässigt worden. — Die Formel (259) läßt noch die folgenden Ver
änderungen zu
(259 a) dv dv q ■p

dt dx /i '
Stellen wir die Gleichungen der inneren Ballistik noch einmal 
zusammen, so ergeben sich die folgenden simultanen Gleichungen:

(260)

f . L . y  —  p ■ $ (> + ?• *— L - y -  a — ~  (i — y)

= (x — 1) ■ ■ v2 p j (Energiegleichung)

<L) d =  2 V ( f l ' ’ V =  01 ‘ 6 +  i?1' e2 +  Yl e3 oder

(II.) y  =  A • <p(y) • p k (Verbrennungsgleichung)

x  =  v =  v • ^  (Bewegungsgleichung)
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Diese Gleichungen werden teilweise noch vereinfacht durch fol
gende Annahmen: -i- kann näherungsweise durch a ersetzt werden;
P  kann vernachlässigt werden, wenn man die Weg-Druck-Kurve 
nicht bei (p =  0 , x — 0), sondern bei (x =  0 , p =  p0 =j= 0) begin
nen läßt. Dann lautet die vere in fach te  Energiegleichung
(260a) /  • L-  y —  p • [$ „  +  ? • z — a • L] =  {x — 1) • y  • v2.

In def Verbrennungsgleichung nimmt man gewöhnlich k =  ■— bzw. 
k =  1 .

Kap. III. Die Lösungsverfahren zum Hauptproblem 
der inneren Ballistik

§ 38. Integrabilität der Hauptgleichungen der inneren Ballistik. 
Lösungen von Krupp-Schmitz und Cranz

Wir wollen nun das System (260) hinsichtlich seiner In te g ra 
b ilitä t  und seiner Lösungen untersuchen. Dabei werden zwei 
verschiedene Gesichtspunkte möglich sein: 1. Zurückführung des 
Problems auf Quadraturen; genaue Lösung. 2. Genäherte Lösung 
der Differentialgleichungen; dafür aber Gewinnung geschlossener 
mathematischer Ausdrücke.

Der 1. Fall ist der allgemeinere, aus dem sich die Näherungs
lösungen (2. Fall) herleiten lassen, wenn das auch von den ver
schiedenen Autoren nicht immer gemacht worden ist.

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit zunächst dem System (260) 
mit der Verbrennungsgleichung (II) zu. Hierin werde P  =  0 und 
k =  1 gesetzt. Dann ist

P~A-<p(y)  V'

Aus der Bewegungsgleichung v =  — • p folgt also durch Einführung 
des obigen Wertes von p

dv =  — • —----- • d y ,p A-<p(y) y
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d. h. v ist als reine Funktion von y darstellbar: v =  — ■ f  (y). Nun
mehr folgt aus der Substitution

J =  Sß0 +  q ■ x — L ■ y a —  (! — y), d. h.

sofort
d j  =  q ■ d x — L

I* dv _  u dv _  n ■ v ■ dv
7 ' d i - ! T v - T x - d J  i a _x_\

^  \ *1 s
9  ̂_ £ ( y ) - ¥ ( y ) - d y

ß  d /  +  i ( a ------)< fy
V 9 I

Dies führen wir in die Resalsche Energiegleichung (mit P =  0) 
ein. Wenn wir noch die Substitution

f - L - y  — ■ £  ■ £2(y) =  y>(y)

vornehmen, so geht die Energiegleichung schließlich über in die 
lineare D ifferen tia lg le ich u n g  mit Störungsglied:

(261) — — 1 f . L  —  y>'(y) j  =  ^  M
dy x — l  y>(y) \«

Das Integral dieser Differentialgleichung ist unschwer anzugeben. 
Es lautet:

(262)

v
f - L  ' C d y  
x — 1 J yß(y) 

V,

J0 L •

f - L  f  d y  
1 - x  J v>(v) 

V.

V.

dy .
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Diese Gleichung ist die Grundlage der Lösungen von K rupp- 
Schmitz*110* und von Cranz1110*. S chm itz1110* verwendet sie 
allerdings nicht in dieser Form, sondern geht von einer ersten 
Lösung aus, die er aus der vereinfachten Energiegleichung (260a) 
erhält. Diese erste Lösung ergibt, in (260) eingesetzt, eine ver
besserte zweite Lösung usw. (vgl. auch das Verfahren [§ 19, b] der 
äußeren Ballistik). Cranz*110* hat nachgewiesen, daß dieses Ver
fahren auf die Lösung (262) führt.

Cranz*110* hat 1918 ein graphisches Lösüngsverfahren ent
wickelt, das ebenfalls vom System (260) ausgeht, jedoch P  im 
Gegensatz zu den vorangehenden Entwicklungen nieh^vernach
lässigt. Man überzeugt sich aber leicht, daß dadurch der Typus 
der Differentialgleichung (261) nicht verändert wird. Die auf
tretenden Integrale usw. will Cranz <110) graphisch ermitteln; dazu 
kann z. B. das in [§ 18, b] für den Fall der äußeren Ballistik ge
schilderte graphische Integrationsverfahren herangezogen werden. 
Natürlich könnten die Integrale auch numerisch ausgewertet 
werden, z. B. nach dem Verfahren von R u n ge-K u tta  [§ 19, a] 
oder dem Verfahren der wiederholten Integration [§ 19, b].

Wir wollen im folgenden noch 2 Lösungsmethoden schildern, die zu 
gesch lossenen  Ausdrücken führen und darüber hinaus als Proto
typen zweier Lösungsprinzipien besonderes Interesse verdienen.

§ 39. Die Lösung des innenballistischen Problems 
durch Charbonnier

Obgleich es möglich ist, die Lösung von C harbonnier aus der 
obigen Lösung (262) abzuleiten, wollen wir aber lieber die Ent
wicklung von Anfang an durchführen. Charbonnier*109* benutzt 
folgendes System von Gleichungen:

7> • ($o + q  - x — a-  L) +  ^ -5 -  • ^ =  /  • L - y

(263) y =  A -<p(y) ■ f

H - x  =  [ i - v  =  q - p .
y

Wie oben erhalten wir zunächst u =  — ■ f  , ^  . =  ——r •£(*/)•y. j  A  • <p(y) fi • A
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Dies Integral ist von y0 4= 0 bis y 1 zu erstrecken, da die Be
wegung des Geschosses erst eintritt, wenn nach Verbrennung einer 
bestimmten Pulvermenge y0 ein Druck pi entstanden ist, der den 
Einpreßwiderstand überwindet. Nun ist

J =  330 ~  q • x — L • a, d. h. d j  — q • dx  und
H •v •dv =  q • p •dx  =  p •d J .

Die Energiegleichung ergibt somit schließlich

+  ,v2= f ' L • y

oder, wenn v durch £ (y) ausgedrückt wird:

*~1 in/jL\ _ r . f C{y)
(264) 2 W 0/ J y-<p(y)

Vo

dy

1 —  r ■P(y)  ’ 
y

wo zur Abkürzung

(264 a) r = *  —  i  m  l  q  \ z

2 ’ f  ■ L  ' \ß ■ A j

gesetzt wurde. In (264) hat, wie hier ohne Beweis angegeben werde, 
r • stets einen sehr kleinen Wert, so daß das Integral ent
wickelt werden kann. Mit den Substitutionen

erhalten wir

1 —  r •?(y)
=  i + r . M + r ! . ^  +

(265)
. ? i _ L . l n 0  =  r . +  .

2 J y y ( y )  3 ' Jy2- <p(y) Jy<p(y)
Vo Vo

=  r - Z x (y, y0) +  r2 • Z2 (y, y0) +

y

Diese Entwicklung ist allerdings nur langsam konvergent. Um die 
Konvergenz zu verschärfen, wenden wir folgende Transfor
mation an:

1 - ©  * =
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Setzen wir für D seinen Wert gemäß (265) ein, so folgt

(265a) 1 — 0  2 =  r • Z j (*/,«/„)+  r2- z Ay, y0)-
%\(y, yo) +  ■

In dieser Gleichung sind die Koeffizienten von r2, r3, ..  . gleich 
Null, wenn <p(y) =  const =  1 gesetzt werden kann; in allen anderen 
Fällen sind sie sehr klein, und da r3 <  r2 <  1, genügt in (265a) 
Beschränkung auf das erste Glied. Folglich wird

(266)
1 — 0  2 =  r - Z 1(y,y0) oder

ln (Sß0 -h q- x — a- L)

= ln(SSo— «• L ) ~  ^ r r - ln [ ! —»■• Z 1 (y, 2/o)]

Damit ist also der vom Geschoß im Rohr zurückgelegte Weg als 
Funktion des verbrannten Pulveranteils erhalten.

Es müssen nun noch die übrigen innenballistischen Elemente 
ermittelt werden: Aus der ersten Gleichung des Systems (263) folgt 
sofort der Gasdruck p , da

y, J = 3 S 0+ q -  X —  a-  L und v =  C(y)
f l  • A

bekannt sind. Mit Berücksichtigung von (266) läßt sich dies aber 
noch vereinfachen. Man weist nach, daß schließlich

(267)

wird. Aus dieser Gleichung läßt sich auch der Maximaldruck er
mitteln; in diesem Falle wird (267) am zweckmäßigsten logarith- 
misch differenziert, darin d p =  0 gesetzt und dann mit (264) 
kombiniert. Man bestimmt damit J max und ymax für die Stelle
P m a , x ‘

(267a) Pmo.x — f m L m2/max 
J  max

x — 1
•0 2

max *
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Die vorstehenden Formeln gelten nur bis zur vollständigen Ver
brennung des Pulvers (y =  1). Hat das Geschoß in diesem Augen
blick das Rohr noch nicht verlassen, so wird mit den Formeln für 
eine p o ly trop isch e  Zustandsänderung der Pulvergase weiter
gerechnet, also

(268) T . r Vi 'J
X ' 

1 >
ß 1'2 =  ß-Vj* I Vi-Ji 

2 2 ' x  —  l

Darin bedeuten die Elemente mit dem Index 1 die Werte für die 
Stelle y =  1. — Schließlich ist dt — — - oder t =  f —  .

-  V J  V

Beispiel. Das folgende numerische Beispiel ist dem Aufsatz von- 
Bolledo8) im „Handbuch der Physikal. u. Techn. Mechanik“  ent
nommen. —  Es handle sich um ein 8-mm-Gewehr, bei dem L =  0,0032kg; 
Og =  0,010 kg und 350 =  0,38 • 10-5  m3 ist; der gesamte Gasraum 83« 
(ganzes Rohr) betrage 0,38 • 10 m3. Ferner sei a — 0,9 • 10_ 3 (m3);
x =  1,2 und / =  93000 (m). Somit wird

0,010 +  0,5 • 0,0032
^ 9^1 0,001182.

Die Mündungsgeschwindigkeit sei zu v0 =  885 m/s gemessen worden. 
Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir y0 =  0; f  (y) =  1 =  konst., 
so daß £(y) =  Zx(y, Vo) =  y wird.

Man findet durch Elimination von 
Gleichungen

g
y  • A aus den so entstehenden

x — 1

(269) V  =  --- . y  un(j ] —  ö  2
A ■ y r y x —  1

J - L  \ A . y j

sofort y  =  1,086. Das bedeutet, daß wegen y  >  1 das Pulver bereits 
verbrannt ist, bevor das Geschoß die Rohrmündung erreicht hat. Es 
müssen daher zunächst die Formeln (268) benutzt werden, um die Ele
mente an der Stelle y  =  1 zu berechnen. Für 0 < /? /< (  1 gelten dann die 
Formeln (263— 267), für y  2> 1 die Formeln (268). Nach (268) ist mit 
Benutzung von (267) und (269) also nach Elimination von p1 und vx:

P-Vq _  f - L 
2 x — 1

x — 1
, _ (’lp -Ji)

7 * - 1** e
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Wegen (266) ist aber
x - l  x - l
2 1 2

(tt) =1- r oder * = T = 7

und somit

fi ■ v02 _  f - L  [, _ /^ o \ x
2 * — 1* /  U J  1 — r ■

Aus dieser Gleichung kann r bestimmt werden; man erhält r =  0,2994. 
Mit (269) ergibt sich dann sofort v1 =  868,2 m/s. Nunmehr kann auch 
der Maximalgasdruck bestimmt werden. Setzt man in (267) den aus (266) 
folgenden Ausdruck

x - l  2
1 —  © 2 = r - y ,  d. h. J  =  J0 ■ (1 —  r ■ y) 1~* 

ein, so entsteht

V /1— r-y)
x+ 1 
x - l

Das Gasdruckmaximum ist an der Stelle i/max vorhanden, wo —— =  0
* dx

wird. Durch Differentiieren erhalten wir sofort

l ±
Jo (i •y)

x + l
x -l -r-y x —(- 1 

x —  1
—  Ivx - i =  0,

d. h. 2/max —
1

12 r oder 2imax — 0,2783.

Schließlich ist also pmax =  3,65 • 107 kg/m2 =  3,65 • 103 kg/cm2 oder, da 
1,0333 kg/cm2 =  1 at ist: pmax =  3532 at. Der experimentell bestimmte 
Wert war 3510 at.

B o lle  führt dieses Beispiel noch weiter und berechnet die Elemente 
für eine V erk ü rzu n g  des Laufes um 26 cm. Schließlich zeigt er noch, 
wie die Berechnung erfolgt, wenn die E in p re ß a rb e it  des Geschos
ses, (also p0 =j= 0) berücksichtigt wird.
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§ 40. Das halbempirische Lösungsverfahren von Gossot und
Liouville

Die Lösung des Hauptsystems der inneren Ballistik wird von 
G ossot und L io u v ille <112) auf der Grundlage des Verbrennungs
gesetzes (256/256 a):

und der aus (257) folgenden allgemeinen Beziehung 

y =  G(e) =  F (z)

durchgeführt. Somit wird folgendes System von Differential
gleichungen verwandt:

(270)

fl • x =  q • f  und somit:

T„ • z =  (—i—  ■ i ) *
\S ■ Po I

j  • [S30 +  z — a - L ] - f + ^ = - ■ x 2 =  f . L . F ( z ) .' H ' '

In diesem System werden nun folgende Substitutionen vorge
nommen:

(270 a)
y - l lS o  +  q - x - a - L ]  =  H - X  mit II - Po* ‘

i dx yt d^  ..und v =  —  =  H - *—  : x =  dt dt
dv dX v dv 
Jx'~dt  = H'~dX

Aus (270) entsteht dann

(271) X . v - 4 ^ Jr ’i^ - - v *  =  f- — -F(z)  undd l  2 p '
dz

dX

Hierin werden nun weitere Substitutionen eingeführt. Zunächst 
wird jedoch der Ausdruck (257) für den verbrannten Pulveranteil 
y ein wenig verändert. Ersetzt man nämlich hierin e durch die 
anfangs abgeleitete Beziehung
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a
6 =  2 ' Z>

so ergibt sich die neue Form

(272) y =  5-  z • (1 — X ■ z — ß  . z2).

Setzen wir also

(272a) f  =  **•*• & ^ ) *  ; y  =  L
\ A • fi I ‘ f - ä - L 'w

so ergibt sich schließlich

(273)

‘ ■■'MSHS)'
mit den Anfangsbedingungen x =  0: £ =  f 0, w = Y  =  0.

Nun ist aber, wie G ossot und L iou v ille  nach weisen, und auch
_  A2
~  • Y durchweg sehr klein, so daß dieses Glied in (273) stets

vernachlässigt werden kann. Im System (273) treten somit nur 
reine Zahlen auf, die von den speziellen Bedingungen der Aufgabe 
unabhängig sind und durch die Transformationen (272 a) und 
(270a) die Lösung des speziellen Problems liefern. Bas System
(273) liefert somit die allgemeine Lösung

(273a) « = ! P ( f ,  £„).

eine Lösung, die geometrisch durch eine Fläche darstellbar ist. 
Liegt also eine große Anzahl von Versuchen unter verschiedensten 
Bedingungen vor, so können mittels der Transformationen (270 a) 
und (272a) ebenso viele Flächenpunkte (w, £, £0) berechnet werden. 
Die Lösung des Systems (273) ist also em pirisch  durchführbar.

G ossot und L iou v ille  haben diese Eigenschaft von (273) aus
genützt und auf Grund langjähriger Erfahrungen und Versuche 
in Frankreich  die Fläche w — *P(f, f 0) konstruiert. Zur Bestim-

1 7 »
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mung der wesentlichen Elemente der inneren Ballistik geben sie 
dann em pirische Form eln  an, die nachstehend wiedergegeben 
werden. Zur Vereinfachung dieser Formeln schreiben sie

(274) f  =  £„• 101; log10 B  =  0,3456— 2; u =  B ■ (f02- Z3)T. 

Für die Mündungsgeschwindigkeit v0 gelten dann die Formeln

(275)

v0i =  Ä 1- ^ - h f { u )ff
oder

vo2~ A»
oder

mit f(u)

Darin ist
log A x =  9,172 für 0 <  u <  0,246; 
log A 2 =  8,806 für 0,246 <  u <  0,429; 
log A 3=  8,546 für 0,429 <  u.

u • (1 — u) ;

Wegen (274) kann man hierin auch schreiben: l =  l o g — r ~ >
wenn 3?^ das Gesamtvolumen des Rohres bis zur Mündung ein
schließlich Ladungsraum ist. An der Stelle des G asdruckm axi
mums, dessen Elemente mit dem Index (max) bezeichnet seien, 
gelten schließlich die empirischen Formeln

jj
/ r\i  o

Pmax =  K  • s • (g-j - I o “ ; log K  =  4,10; 8 =
(276) »o — a - L ’

*  s , + i ; i T . 7 J  ”
Beispiel. Wir nehmen wiederum das bereits oben berechnete Beispiel 

des 8-mm-Gewehres. Dabei war also 580 =  0,0038 Liter; 583/  =  0,038 Li
ter; Og =  0,010 kg; L =  0,0032 kg; a ~  0,9,* vB =  8850 dm/s [Gossot 
*Man beachte hier die Dimensionen der Konstanten, die nach der Theorie 
von Gossot und Liouville anders ausfallen als im Beispiel zur Theorie von 
Charbonnier, da erstere in (dm, kg, s) rechnen und die Gasdrücke in at 
(statt kg/m 2) angeben. Daher ist wegen der Definition f  =  B • T0 auch
/  (Gossot-Liouville) =  /  (Charbonnier) •---- ; hier wird also /  =  9000.
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und Liouville nehmen (dm/kg/sec) als Maßeinheiten]. Dann wird für die 
Mündung: l — 1,585; nach der ersten Formel (275) also f (u)  =  0,1037, 
d. h. =  0,1176 oder u2 =  0,8824. Der letztere Wert ist wegen der 
dritten Gleichung (275) unmöglich. Daraus berechnet sich mit (274) 

X
sofort B • (£02 • P) 8 , daraus f 0 und somit schließlich aus (276) 
Pmax — 3408 at, während gemessen war pmax =  3510 at.

Übrigens haben G ossot und L iou v ille  die empirischen For
meln (274/276) verschiedentlich geändert. Wir können nicht näher 
darauf eingehen, da es ja an dieser Stelle hauptsächlich darauf 
ankam, die empirische Lösungsmöglichkeit des Problems zu zeigen. 
Wir werden noch sehen, daß in anderer Weise auch von H eyd en 
reich  ein empirische Lösung vorgeschlagen wurde.

§41. Hinweis auf andere ältere und neuere Lösungen

Die ersten mathematischen Formeln zum. Hauptproblem der 
inneren Ballistik wurden 1876 von Sarrau(129) auf thermodynami
scher Grundlage entwickelt. In ga lls (113) (1903) geht von einer em
pirisch begründeten Näherungsannahme über den Ort des Maxi
malgasdrucks aus; im übrigen wird das System (270) verwandt, 
allerdings mit dem Exponenten k =  ■— im Verbrennungsgesetz 
(256). H a d cock (130> ersetzt die Resalsche Hauptgleichung durch 
eine empirische Gleichung der Form

a =  -j ; v ■ J1'1 =  K-(L - y)M +  V - (L -Vo)1'1 (*o. V  =  const)

Ebenso suchen H enderson und H assetl31) (1922) die Resalsche 
Gleichung zu verbessern durch den Ansatz

V • J +  h  • V- ‘ \  +  K  • [p • - y )2 =  f - L - y  a = \ -

B ian ch i<114) (1910) wählt im Verbrennungsgesetz (256) k =  1 und 
erhält eine integrierbare Beziehung zwischen J und e. Ähnlich 
geht R eg ii(132) (1917/19) vor; jedoch nimmt er die Verbrennungs
gleichung y =  A • p • Vl — k • ~y. Zu erwähnen sind noch die Lö
sungen von M oisson(lls) (1887) und Sugot<133) (1913), die beide 
der Lösung von C harbonnier (s. o.) ähneln. Zum Schluß sind 
noch drei wichtige Lösungsverfahren zu nennen, die von M ache(116> 
(1916/18), H. L orenz<134) (1917) und N ow akow ski11351 (1917)
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stammen; sie alle gehen vom Verbrennungsgesetz (256) aus und 
berücksichtigen die geometrische Form der einzelnen Pulver
körner. In neuester Zeit sind von L angw eiler*1231*1281 geschlossene 
mathematische Ausdrücke für innenballistische Größen, insbeson
dere für den maximalen Gasdruck und die Mündungsgeschwindig
keit des Geschosses entwickelt und experimentell geprüft worden.

Hinzuweisen ist zum Schluß endlich noch auf die zusammen
fassenden Arbeiten von Bolle*1081, D esm azieres*1361 und 
Cranz(110), sowie auf die Behandlung des ballistischen Problems 
von Lagrange in der inneren Ballistik durch P la trier(137) und 
L o v e -P id d u k (138) (Bewegung der Pulverladung und Druckver
teilung im Rohr während der Geschoßbewegung).

§ 42. Rein empirische Lösungen des Hauptproblems 
der inneren Ballistik. Vorschlag von Heydenreich

Die vorstehend geschilderten Lösungsverfahren bemühen sich, 
aus den physikalischen und chemischen Eigenschaften des Pulvers 
und aus den Gewichten und Maßen der Waffe,'der Munition und 
des Pulvers die innenballistischen Elemente zu ermitteln. Bei den 
nunmehr zu besprechenden Methoden müssen der Messung zu
gängliche innenballistische Elemente bereits bekannt sein. Das 
sind im allgemeinen der maximale Gasdruck pmax, der mit Meßei 
[§ 32 b] bestimmt wird, und die Mündungsgeschwindigkeit v0, 
die außenballistisch Anfangsgeschwindigkeit genannt wurde und 
durch Oszillograph oder Boulenge-Gerät gemessen wird [§32b]. 
Man kann dann irgendeine Funktion

(277) V =  /(* , a, b) z.B . p =  (Vallier)

willkürlich annehmen, die mit den Konstanten a und b den cha
rakteristischen Gasdruckverlauf (Abb. 36) wiedergibt. Mit Hilfe 
der Newtonschen Bewegungsgleichung fx • x — p • q können aus 
(277) leicht die Durchlaufzeit t und die Geschoßgeschwindigkeit v 
bestimmt werden, so daß a und b durch die gemessenen Größen 
pmax und v0 festgelegt werden. In dieser Weise verfahren V al- 
lier*139/1401, Zedlitz*1411, L edu c(142) u. a.(143).

H eyd en reich *241 stellte empirisch fest, daß die innenballisti-
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sehen Elemente im wesentlichen Funktionen des sogenannten 
D ru ck veih ä ltn isses

(278) ri =  -Ü2L.
Pmax

sind. Hierin ist pmax der Maximalgasdruck, während pm den 
„mittleren Gasdruck“ bedeutet, d.h. jenen angenommenen g le ich 
b le iben den  Gasdruck, der das Geschoß oder genauer die oben 
definierte Masse fl so beschleunigt, daß die gemessene Mündungs
geschwindigkeit erreicht wird. Somit ist

(279) Tm. q - l =  f . V ,  d.h.

(l =  Rohrlänge).

An der Stelle des höchsten Gasdrucks pmax seien zmax und £max 
der Weg des Geschosses bzw. die Laufzeit, vom Beginn der Pulver
entzündung an gerechnet. Ferner seien an einer beliebigen Stelle 
die innenballistischen Elemente mit x (Weg), p (Gasdruck), 
v (Geschwindigkeit) und t (Zeit) bezeichnet, an der Mündung spe
ziell mit l, p0, v0 bzw. tQ. H eydenreich  definiert dann die Be
ziehungen

(280)

Beliebiger Punkt im Rohr:

ä'max — 35 * (?])', p  =  Pm • n{r))\

^max=  v ‘
V

T{rt).

Rohrmündung: 
^max— l • 2}(t}q)', Vo= Tm ■ n(rj0);

^max =  0  (Vo) > t - 2l .  c0 — „"O T(Vo)-

DieFunktionen 27,11,0, und T sind von H eydenreich  auf Grund 
einer großen Anzahl von Versuchen mit Geschützen verschieden
ster Kaliber und Geschosse, sowie vieler Pulverarten num erisch 
wiedergegeben. Die folgende Tabelle zeigt einen Auszug.
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V ■£(»?) B(tl) <X>(ri) T(n)

0,1 0,0104 0,200 0,288 0,646
0.2 0,0262 0,274 0,322 0,744
0,3 0,0471 0,338 0,352 0,842
0,4 0,0740 0,400 0,383 0.946
0,5 0,1090 0,465 0,416 1,056
0,6 0,1160 0,541 0,457 1,180
0,7 0,1231 0,635 0,511 1,322
0,8 0,1360 0,779 0,592 1,507

Beispiel. Aus einer Kanone mit 7,5 cm Kaliber und einem 2 m langem 
Rohr, einem Geschoß von 6 kg, sowie einer Ladung von 2,0 kg soll eine 
Mündungsgeschwindigkeit von 500 m/s und ein Höchstgasdruck von 
3229 kg/cm 2 erreicht werden.

1453Zunächst ist nach (279) pm =  1453 kg/cm 2, somit rj =  ^  , , =  0,45.
Ferner wird an der Stelle des höchsten Gasdrucks: rmax =  0,18 m; 
Vmax =  200 m/s und an der Rohrmündung p0 =  628 kg/cm2 und 
(0 =  0,0067 s. Nunmehr können die Elemente auch an einer beliebigen 
Stelle des Rohres bestimmt werden. Für x =  1,5 m wird: Z(rj) — 0,122; 
?j =  0,635; pm =  pmax-»? =  2050kg/cm2; p — 1177kg/cm2; «= 4 2 1 m /s ; 
t =  0,0062 s.

Kap. IV. Zusammenfassung der innenballistischen 
Formeln

1 1. Für die V erbren n u n g  eines Pulvers in einem geschlossenen V o
lumen gilt die A b e lsch e  G le ich u n g

/  (Pulverkraft) und a (Kovolumen) sind charakteristische Pulverkon
stanten.

2. Die Energiebilanz eines Pulvers, welches beim Schuß das Geschoß 
in Bewegung setzt, führt zu der R esa lsch en  H a u p tg le ich u n g

f - L - y  —  p - ^ o  +  q-x —  a - L - y -----—  y)

=  ( * _ l ) . ( | - . r 2 +  p ) .
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£
Hierin ist x kleiner als der theoretische Wert x =  —2 =  1,405: u ist die

v̂
b e r ich t ig te  Geschoßmasse, wodurch die Bewegung der Pulvergase, die 
Rotationsenergie usw. berücksichtigt werden. L an g w eiler  bestimmt x 
aus der kalorischen Energie U zu

x =  1 L

u  '

3. Für die V erbren n u n g  eines Pulverkoms nach „parallelen Schich
ten“  gilt das Verbrennungsgesetz von V ie ille

a  (  p  \* ,e =  A • pk =  —----- —  (e =  Schichtdicke).2r0 \p0j '

Die Verbrennung kann nach einem Gesetz von C h arbon n ier  auch in 
der Form

y =  A -  <p(y) • pk

geschrieben werden. Dabei ist y  der verbrannte Pulveranteil; A  ist eine 
charakteristische Pulverkonstante. Der Wert von k wird von verschie
denen Autoren verschieden angenommen, im allgemeinen 0,5 ^  k <1 1. 
Zwischen e und y besteht die allgemeine Beziehung

y =  ax-e +  /?i-c2 +  Z i -e3.
4. Die Lösung des H a u p tp ro b le m s der in n eren  B a llis t ik  ist die 

Lösung des Systems:

f - L - y  —  p- ‘Sßo +  q-z  — L -y -a ------ (1  — y) =  ( * -1 ) . ( !• ■ » * +  pj

(Energiegleichung);

(I) f  ; y  =  a1. e - f -A -e 2 +  y1-e3 oder
" T0 Wal

(H )y =  A-<p(y)-pk 
. . .  dv q

X  =  V =  V ■ - = —  =  —  • p
d x  ft

(Verbrennungsgleichung); 

(Newtonsche Bewegungsgleichung).

In manchen Integrationsverfahren werden diese Gleichungen noch ver
einfacht.

5. Die Lösung von K ru p p -S ch m itz  und eine von Cranz gehen von 
den Gleichungen unter 4. mit P  =  0 und dem Verbrennungsgesetz (II)
aus. Es ergibt sich v =  —  • £(*/); mit den Substitutionen

J =  %o +  y- x — L - y - a ---- - (1 — y)i
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y>(y) =  J • L ■ y -
x  —  1 q*

f*(y)2 P
folgt für J  die lineare Differentialgleichung mit Störungsglied 

dJ  1 f - L  —  y>'(y)
dy x  —  1 v ( y )

deren Lösung sofort angebbar ist. —  K ru p p -S ch m itz  löst sie durch 
I te r a t io n , Cranz auf g ra p h isch e  Weise.

6. Die Lösung von C h arbon n ier  hat als Voraussetzungen: P  =  0; 
Verbrennungsgesetz (II); a =  —  ; J — q • x  —  a ■ L. Dann gilt

„ - j i j . t l y ) ;  * .< * »>

x- 1
.. f - L - y  IJ0 \ *

ln

Diese Beziehungen gelten bis zum Abschluß der Verbrennung (y  =  1). 
Hat das Geschoß bis dahin das Rohr noch nicht verlassen, so muß mit 
den Formeln

p - J x =  p1 -J 1x ;
H • v1 

2
P ' V  . P i --h

2 ”r « — 1

für eine p o ly tr o p is ch e  Zustandsänderung weitergerechnet werden.
7. G osso t und L io u v ille  machen die gleichen Voraussetzungen wie 

C h arbon n ier, benutzen aber das Verbrennungsgesetz (I). Der Reihe 
nach werden folgende Substitutionen vorgenommen:

a) ■ [S80 -\-q x —  a .L ]  =  H - X ;  H  =  P° ' T\ ' ?* ;
? f*

b) e y =  öz • (1 /.-z —  f i -z1);

P

Ä2
0.

°) Y =  f.-z; f*.
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Dann entsteht das System von Differentialgleichungen

+  < * - ! ) « > =  F O - F ) ;

Die Lösung dieses Systems ist von den speziellen Bedingungen einer 
Aufgabe unabhängig. Es kann also empirisch gelöst werden, indem die 
Ergebnisse mit verschiedensten Pulversorten herangezogen werden. 
G ossot und L io u v ille  haben (w, f ,  Y)  auf Grund vieler Versuche be
stimmt und geeignete Tabellen und Formeln angegeben.

<*)
8 . H e y d e n re ich  beobachtete, daß das Druckverhältnis 77 =  ■ ■ ■

Pmax
maßgebend für die innenballistischen Größen ist. Der mittlere Gasdruck 
pm wird berechnet aus

_  Gg +  0 ,5 -L  
2g - l - q

Dann gilt für irgendeine Stelle im Rohr

2 x
X m n x  =  x - Z ( y ) ;  p  =  p m - I I ( r ] ) - ,  Umax =  «>■#(»?); l  =  —  ‘ T ( r ) ) .

Der Index (max.) bezeichnet die Stelle des Maximalgasdruckes pmax ■ Die 
Funktionen E, TI, 0, T sind von H ey d en re ich  auf Grund vorliegenden 
Versuchsmaterials bestimmt und in Tabellenform niedergelegt worden. 
Zur Benutzung muß man 2 innenballistische Größen kennen; meist sind 
das die der Messung am leichtesten zugängliche Anfangsgeschwindigkeit 
(Mündungsgeschwindigkeit) v0 und der Maximalgasdruck pmax-
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§ 43. Darlegung des Problems

Die Ballistik des Bombenwurfs unterscheidet sich in mehreren 
Punkten grundsätzlich von der Artillerieballistik. Beim Bomben
wurf befindet sich das als Geschütz anzusehende Flugzeug nicht 
in Ruhe, sondern führt relativ zum Ziel eine Bewegung aus, die 
auf die ganze Art des Vorganges beim Bombenwurf und somit 
auf die zu bestimmenden ballistischen Elemente von starkem 
Einfluß ist. Andererseits ist die Flughöhe des bombenwerfenden 
Flugzeuges nicht konstant und schließlich kann die Fluggeschwin
digkeit des Flugzeuges, die mit der Anfangsgeschwindigkeit der 
abgeworfenen Bombe übereinstimmt, in weiten Grenzen konti
nuierlich verändert werden, während die Änderung der Anfangs
geschwindigkeit in der Artillerieballistik nur auf wenige Ladungen 
beschränkt ist. —  Alle diese Dinge prägen der Bombenballistik 
ihre besondere Eigenart auf, so daß wir im folgenden einen kurzen 
Abriß dieses ballistischen Sonderproblems geben wollen, wobei 
wir uns allerdings auf den Hori zonta l f lug  beschränken.

Die Eigengeschwindigke it  des Flugzeuges sei v0, die W in d 
geschwindigkeit  w und die Geschwindigkeit des zu treffenden 
Zieles vg (Gegnerfahrt) .  Dann setzt sich die R e la t i vgesch w in 
digkeit  des Flugzeuges gegenüber dem Ziel vektor ie l l  zusammen 
nach folgender Beziehung

(281) <  =  % +  H, -  t .

Hier und im folgenden bezeichnet der über den Skalar gesetzte 
Pfeil einen Vektor. — Wir denken uns nun mit dem Flugzeug F  
(Abb. 37) ein Koordinatensystem (£, rj, £) verbunden, dessen 
£-Achse in die Richtung der Eigengeschwindigkeit v0 zeigt und 
dessen rj-Achse vertikal nach unten gerichtet ist, während ’Q senk
recht auf der ( f , ^)-Ebene steht und nach links zeigt. Mit dem Ziel 
Z sei ein Koordinatensystem (X , Y, Z) verbunden, dessen X -Achse 
entgegengesetzt der Relativgeschwindigkeit vz gerichtet ist; Y zeige 
parallel rj nach oben, während Z wiederum senkrecht auf der 
(X, Y)-Ebene steht und nach links zeigt. — Wird nun die Bombe
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zur Zeit t =  0 im Punkte 0  (Abb. 37) ausgelöst, so befindet sie 
sich zur Zeit t im Punkte P, während das Flugzeug in der gleichen

Abb. 37. Die Elemente des Bombenwurfs

Zeit nach F  gelangt ist. Der Vektor ~y des Bahnpunktes P  ist im 
zielverbundenen (X, Y, Z)-System gegeben durch

y ( t ) = v , - t +  x(t) +  y0(t).

Hierin bedeuten: ~y (t) =  Verbindungsvektor zwischen Ziel Z und 
Bombe P; x (t) =  Verbindungsvektor zwischen Flugzeug F  und 
Bombe P; %{t) =  Verbindungsvektor zwischen Ziel Z und Ab
wurfpunkt 0  der Bombe. Soll zur Zeit t =  T die Bombe durch 
das Ziel gehen, so muß ~y{T) =  0 sein, d. h.

(282) T +  t ( T ) + | 0(T) =  0.

Da im allgemeinen die Richtungen von v und v0 nicht, überein
stimmen, sondern einen Winkel a miteinander bilden, gilt für (282) 
die Komponentenzerlegung

X(T)  =  - £ ( T ) . c o s  g +  v2-T-,

Y ( T ) = V(Ty,
Z(T)  =  £(T) • sina.

(283)
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Hierin bezeichnet man X(T)  als Wurfwei te  X, T als Flugzeit ,  
Y(T)  als Wurf- oder Flughöhe H, £(T) als Rücktr i f ts t re cke  
R, £(T) als Seitentr i f tstrecke S und <7 als Seitentri ftwinkel .  
Die Bezeichnung „Rücktrift“  erklärt sich aus der Tatsache, daß 
R die Strecke bezeichnet, um die die Bombenwurfweite kleiner 
ist als im luftleeren Raum, d. h. also die horizontale Strecke an
gibt, die die Bombe hinter dem Flugzeug zurückbleibt. —  Vom 
Abwurfpunkt 0  der Bombe aus gesehen, erscheint das Ziel Z 
unter dem Winkel cp, der sich also aus der Beziehung

,0Q,, j. A  v, - T  R(284) tg T3 =  -g- =  ------ -g- • cos CT

bestimmt.

In den Zielgeräten werden nun im allgemeinen außer H das durch
Messung bestimmt wird, die von H  und v0 abhängigen Elemente T und 
R so verarbeitet, daß sich der V o rh a lte w in k e l <p automatisch ergibt.

Der Bombenschütze stellt also sein Zielgerät auf diesen Vorhaltewinkel cp 
ein und löst die Bombe in dem  Augenblick aus, in dem das Ziel im 
Fadenkreuz des Zielgeräts erscheint. Zur Erleichterung des Zielvor
ganges muß das Ziel möglichst ohne Seitentrift, d. h. mit <7 =  0 , an
geflogen werden. Nur wenn das nicht möglich ist, muß der Kurs um 
die Seitentriftstrecke S versetzt werden, so daß der Bombenschütze den 
Zielvorgang in einer geneigten Ebene auszuführen hat, d. h. das Ziel
gerät um den Winkel

(285) 7] =  arc tg ( i r sH
neigen muß. Die hierbei auftretenden Wurffehler sind gering. —

Wir müssen uns noch kurz mit dem Zielgerät befassen. Es gibt 
eine ganze Reihe verschiedener Typen, von denen wir nur eines

seiner Einfachheit wegen auswäh
len wollen. Bei dem zu besprechen
den Gerät wird die scheinbare Ziel
geschwindigkeit vz aus zwei Durch
gangsmessungen am Ziel ermittelt. 
Bei der ersten Durchgangsmes
sung wird das Ziel A (Abb. 38) 
unter einem beliebigen Winkel vom 
Flugzeug aus anvisiert. Die zweite

Abb. 38. Geometrische Verhält
nisse beim Zielgerät



§44 . Die Bestimmung der Bombenflugbahn 271

Durchgangsmessung erfolgt in einem Augenblick, wo (Abb. 38) 
sich das Ziel an einem Ort B befindet und gleichzeitig

A B =  BD =  vz - tm

wird. Dabei ist der Punkt D so festgelegt, daß CD mit der Rück
triftstrecke R übereinstimmt, während tm die zwischen den beiden 
Durchgangsmessungen liegende Zeit bedeutet. Nach Stoppen des 
zweiten Zieldurchganges wird der Vorhaltewinkel (p erreicht, wenn 
die Zeit (tm— T) verflossen ist; dabei ist T die Fallzeit der Bombe. 
Damit dieses Verfahren angewandt werden kann, muß also 
BD~> vz - tm sein; diese Bedingung ist gleichzeitig eine Bedingung 
für das Mindestmaß des Winkels, unter dem das Ziel bei der 
ersten Durchgangsmessung angefaßt werden muß.

Das vorstehend geschilderte Zielverfahren heißt in der Praxis das 
„V e r fa h re n  der zu rü ck la u fe n d e n  S to p p u h r“  und sieht praktisch 
folgendermaßen aus: Beim ersten Zieldurchgang (Visur OA)  wird eine 
Stoppuhr in Gang gesetzt; beim zweiten Zieldurchgang (Visur OB)  wird 
wieder gestoppt. Die Uhr ist so konstruiert, daß sie nun mit gleicher 
Geschwindigkeit wieder zurückläuft. Wird vorher vom Nullpunkt der 
Uhr aus die Fallzeit T  eingestellt, so muß die Bombe in dem  Augenblick 
ausgelöst werden, in dem bei der rückläufigen Bewegung der Uhr diese 
Marke wieder erreicht wird.

§ 44. Die Bestimmung der Bombenflugbahn

Im Vorangehenden wurde auseinandergesetzt, daß für den 
Bombenschützen der Vorhaltewinkel q> das maßgebende Element 
beim Bombenwurf ist. Die Formel (284) und die Beschreibung des 
Zielgeräts haben erwiesen, daß die Berechnung des Winkels (p über 
die Relativgeschwindigkeit vz des Flugzeuges gegenüber dem Ziel 
und über die Flughöhe H, sowie über die von beiden abhängige 
Flugzeit T und Rücktrift R erfolgen kann, und zwar durch 
mechanische Zusammensetzung im Zielgerät. Die Bestimmung 
von vz wird durch geeignete Handhabung des Zielgeräts ermög
licht, während die Flughöhe durch barometrische Höhenmessung 
(vgl. § 1 b) oder durch Echolotmessungen ermittelt wird. Die Auf
gabe des Ballistikers besteht also lediglich in der Ermittlung der 
Rücktrift R als Funktion der Abwurfgeschwindigkeit und der 
Flughöhe.
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Nimmt man nun an, daß Gegnerfahrt vg und Windgeschwindig
keit w verschwinden, dann wird vz=  v0 und daher

R =  v0 - T(v0, H ) — X(v0,H)  bzw. tg cp =  — -jj- •

Die Lösung dieser Aufgabe ist aber mit den bereits bekannten 
Mitteln ohne weiteres möglich; es handelt sich lediglich darum, 
eine Flugbahn zu bestimmen mit der gegebenen Anfangsgeschwin
digkeit v0, die mit der Fluggeschwindigkeit des Flugzeugs über
einstimmt und bei den modernen Bombertypen etwa zwischen 
50 m/s— 120 m/s liegt. Der Anfangspunkt der zu berech
nenden Bahn liegt in der Höhe H über dem Erdboden; dabei ist 
im allgemeinen H <  10 km. Die Rücktrift R hat für moderne 
Bomben Werte, die etwa zwischen 5%  der Wurfweite bei kleinen 
Abwurfhöhen und -geschwindigkeiten und 8%  bei größeren Ab
wurfhöhen und -geschwindigkeiten liegen. —

Nun ist aber in der Bombenballistik noch ein Umstand be
merkenswert, der auf anderen Gebieten der Ballistik weniger stark 
in Erscheinung tritt. Bekanntlich werden die Bomben aus H o r i 
zontal -  oder Vertikalmagazinen abgeworfen. Im ersten Falle 
stimmt die Anfangslage der Bombenlängsachse mit der Anfangs
tangente der Bombenflugbahn überein; im letzteren Falle jedoch 
steht die Bombenlängsachse bei der Auslösung senkrecht auf der 
Anfangstangente. Die Bombe wird also einen Ein pen de lung s 
vorgang durchmachen; dieser Vorgang stellt, wie wir gleich sehen 
werden, eine gedämpfte Schwingung dar. Nach einer bestimmten 
Zeit wird also die Pendelung so weit abgeklungen sein, daß nun
mehr die Bombenlängsachse praktisch genügend genau in der 
Flugbahntangente liegt. Diese Pendelung bewirkt aber, daß die 
Bombe der vorbeiströmenden Luft fast in jedem Augenblick 
eine größere Fläche darbietet, also eine stärkere Verzögerung 
durch den Luftwiderstand erleidet. Die Folge ist eine größere 
Rücktrift als bei horizontal aufgehängten Bomben. In der Tat 
liegt das Verhältnis der Rücktriften bei Vertikal- und Horizon
talaufhängung etwa zwischen 2,5 und 1,5 bei kleinen bis mitt
leren Flughöhen.

Den Pendelungsvorgang wollen wir nun noch ein wenig näher be
trachten. Dabei machen wir darauf aufmerksam, daß die folgenden 
Entwicklungen auch für die bereits erwähnten Flügelgeschosse 
gelten. —  Zunächst müssen wir die an der Bombe angreifenden
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Luftkräfte definieren. Die Bombe sei einem mit der Geschwindig
keit v strömenden Luftstrom ausgesetzt (Abb. 39). Der Winkel 
der Bombenlängsachse gegen die Strömungsrichtung der Luft sei

\

a. Die Resultierende R der Luftkräfte greift im Punkte B unter
halb des Schwerpunktes S der Bombe an. Die Resultierende R kann 
in verschiedener Weise in Komponenten zerlegt werden. Das eine 
Komponentenpaar ist der Widerstand W in Richtung der Luft
strömung und die senkrecht darauf stehende Auft r iebskra ft  A.  
Das zweite häufig benutzte Komponentenpaar ist die in Richtung 
der Bombenlängsachse ausgeübte Tangentialkra ft  T und die 
senkrecht darauf stehende Normalkraf t  N. — A, W, N, T und R 
sind Funktionen der Geschwindigkeit v und des Anstellwinkels a. 
Eine leichte Rechnung ergibt folgende Zusammenhänge zwischen 
diesen Komponenten

W =  N • sin a +  T • cos a; A =  N • cos a — T • sin a :
(286) '

' R 2=  W2+  A 2=  T2+ N 2.

Die in B angreifende Normalkraft N  bewirkt schließlich noch ein 
Drehmoment  M  um den Schwerpunkt S. Bezeichnet man den 
Abstand BS mit r, so gilt

(287) M =  r ■ N .
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Die Bombe führt eine Drehbewegung um den Schwerpunkt aus; 
für solche Fälle gilt die dynamische Grundgleichung der Dreh
bewegung

(288) Q . dl l
W dt2 =  — M.

Hierin bedeutet 0  das Trägheitsmoment um eine Querachse der 
Bombe und y  den Winkel gegen die Horizontale; ist also & der Neigungs
winkel der Bahntangente, so ist y =  a -j &. Im Falle der Bomben
pendelung ist das Moment M  negativ einzusetzen, da es den Anstell
winkel zu verkleinern bestrebt ist. Das Moment M  kann durch Wind
kanalversuche am festgehaltenen Modell bei verschiedenen Anstell

winkeln experimentell bestimmt 
----------------------  werden. Bei der tatsächlichen Be

wegung der Bombe erfolgt neben der 
Längsbewegung im Luftstrom noch 
eine Drehbewegung um eine Quer
achse durch den Schwerpunkt; aus 
diesem Grunde muß das im paral
lelen Luftstrom des Windkanals ge
messene Moment M  noch durch ein 
Zusatzmoment A M  berichtigt wer
den. Zur Veranschaulichung dieser 
Verhältnisse diene die Abb. 40. Ein 
Körper K  drehe sich im Abstande 
a um die Achse A ; gleichzeitig 
führe das System A K  eine gerad
linige Bewegung mit der Geschwin

digkeit v aus. Zu einem Zeitpunkt t, in welchem A K  mit v den Winkel a
bildet, ist die Winkelgeschwindigkeit von A K  bestimmt durch d =  ,
die Umfangsgeschwindigkeit von K  also durch a • ä . Diese letztere setzt 
sich mit der Translationsgeschwindigkeit v vektoriell zur Kesultierenden 
V zusammen, die mit v den kleinen Winkel A a bildet. Infolgedessen ist

Si«
d t

Abb. 40. Bestimmung des Zusatz
momentes

tg A a =
a • a ■ cos a

v -f- a • d • sin a
Wir nehmen an, daß A a  klein sei und daß a  ■ ä • sin a  gegenüber v ver
nachlässigt werden kann. Dann ist

a  • d • cos a
Aa t v

und

d. h.

(289)

dM
A M  =  M(a  +  Aa) —  M ( a ) < z s - ^ - - A a ,

A M f
d M  a ■ cos a 
da
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Das Gesamtmoment ist also gegeben durch

(290) M = M ( a ) + * * L .  a ' C09ada v ä,

und die Gleichung für die Pendelung lautet somit wegen (288) 
und (290):

(291) 0  ■ y
d i l
da

r • cos a 
v • ä +  M(a)  =  0,

da bei der Bombe a durch r zu ersetzen ist. Setzen wir schließ
lich noch

M(v,a) =  a-/u(v,a) und y  =  &-\-a,

so gilt 

(292) ä + 0  • v
dp  ,

a  • da +  f*
P(v> a) 

0  '
r •cos a a =  —

Diese Differentialgleichung muß gemeinsam mit den Bewegungs
gleichungen [z. B. Formel (44)] integriert werden. Man hat dann 
also ein System von 3 Differentialgleichungen mit der Veränder
lichen v, y, a und der unabhängigen Veränderlichen t\ auf die 
Integration gehen wir nicht weiter ein. Dazu ist am besten ein 
numerisches oder graphisches Verfahren nach der Art der §§ 18/19 
geeignet. In der Praxis schreibt man (292) häufig in der verein
fachten Form

(293) ä +  h(v) ■ k(a) • ä +  m(v) • w(a) = — §.

Die in dieser Gleichung auftretenden Funktionen werden im all
gemeinen durch Versuche im Windkanal und durch photographi
sche Aufnahme der Bombenpendelung mit nachfolgender nume
rischer Auswertung bestimmt. Zur Diskussion der Gleichung (293) 
machen wir die einschränkende Annahme, daß die Pendelung nur 
in einem sehr kurzen Zeitraum betrachtet werde; dann können 
h(v) und m(v) als annähernd konstant betrachtet werden; das 
gleiche gilt erfahrungsgemäß für k(a); iv(a) kann stückweise durch 
einen Ausdruck der Form C • a angenähert werden. Schließlich 
kann noch ■& vernachlässigt werden. Damit geht (293) über in

(294) ä + 2 e - d + ( 5 2-a =  0,
18»
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worin 2e und <52 Konstante sind. Das allgemeine Integral von
(294) lautet

(295) a — e~e't • [A • cos (co • t) -f- B • sin (co • <)]; co =y<52— e2.

Man erkennt, daß (295) eine gedämpfte Schwingung darstellt, 
deren Dämpfungsgrad  durch s bestimmt ist. Zur Vereinfachung 
der Gleichung (295) wählen wir die Anfangsbedingungen so, daß 
zu Beginn der Bewegung, (t — 0), a(0) =  ag und ä(0) =  — s ■ a0 
wird. Dann geht (295) über in

(295a) — =  e- e 't . cos(ß)-0-“o

Hierin nennt man e das Dämpfungsmaß und co die Frequenz. 
Wie schon weiter oben ausgeführt wurde, ist die Größe des auf 
die Bombe ausgeübten Luftwiderstandes abhängig vom Anstell
winkel der Bombenlängsachse gegen die Bahntangente. Nehmen 
wir also einen Mitte lwert am des durch (295a) definierten An
stellwinkels, so ist die Bombenform die günstigste, deren mitt
lerer Anstellwinkel am am kleinsten ausfällt. Der Mittelwert am 
während der beliebigen Zeit T bestimmt sich üblicherweise aus 
der Beziehung

am =

Der Einfachheit halber wählen wir die Zeit T so, daß co • T gleich 
einem ungerad-ganzzahligen Vielfachen von n  wird; dann er
gibt sich

(296)
2

1
e ■ T

1
i

+  1
- [1 — e - * - * 1]

Der mittlere Anstellwinkel am der Bombe ist also für eine feste 
Zeit T um so kleiner,  je größer Dämpfung und Frequenz der 
Pendelung sind. Ein Vergleich der vereinfachten Differential
gleichung (294) mit der genaueren (292) zeigt aber, daß 2e
und <52 im wesentlichen Mittelwerte von — • •cosa bzw.aa v>v
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0
M

a -0 sind. Wegen M  =  r • N  hat also die Bombe den
günstigsten Pendelungsverlauf, bei welcher erstens r möglichst 
groß ist, und zweitens, bei welcher das Drehmoment M  um den 
Schwerpunkt möglichst groß ist. — Ist nun W der auf das Geschoß 
ausgeübte Luftwiderstand, so gilt in erster Annäherung N ^  
W • sin a und somit M  =  r- N W ■ r • sin a — W ■ r • a bei nicht zu 
großen Anstellwinkeln. Da W im allgemeinen eine bestimmte 
Größe nicht überschreiten soll, kann das Moment M  und seine
Ableitung nur mit wachsendem r größer werden. Beide Be
dingungen eines günstigen Fluges laufen also im wesentlichen 
auf die Forderung hinaus, daß bei einer gut f l iegenden 
Bombe  die Result ierende des Luftwiderstandes  m ö g 
l ichst weit  hinter dem Schwerpunkt  angrei fen muß. 
Zur Erreichung dieser Verhältnisse gestaltet man den Bomben
körper möglichst lang, verlegt die Hauptmasse der Bombe nach 
dem Kopfende zu und bringt eine Reihe von Leitflächen am 
Schwanzende der Bombe an.
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H.  V E R Z E I C H N I S  D E R  
F Ü R  D I E  R A L L I S T I K  W I C H T I G S T E N  

M A T H E M A T I S C H E N  S Ä T Z E

I. Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl z =  a  -j- i • b setzt sich aus dem Realteil a  und 
dem Imaginärteil i  ■ b ( i =  V—  1) zusammen. Ihr absoluter Betrag ist
| z | =  r =  \ a l -\- b2; ihre Amplitude <p ist gegeben durch w =  arc tg —  .a
Es gilt

z =  a- \- i- b  — r  - (cos <p -)- i  ■ sin <p) =  r ■ e * '’ ’.

a) Addition:
zi i  =  (ai i  “a) +  * ' (&i i

b) Multiplikation:

2i • Zj =  ri • r2 • e*'('J’i + ft) =  rx ■ r2 • [ c o s ^  - f  <p2) +  i ■ s i n ^  +  % )]
=  («!• o2 —  &i ■ &i) +  * • («i • b2 -j- a2 • b j ;

c) Potenzieren:

z”  =  rn ■ e t 'n ’ ,p =  rn • [cos n • <p -(- i ■ sin n • 95]; (Satz von M oivre).

II. Trigonometrische Funktionen

a) Addition stheoreme:

sin(a -+• ß) =  sina • cos/S -J- cosa ■ sin/?: 
cos(a /S) =  cosa • cos/? ^  sina • sin/?;

b) Doppeltes Argument:

sin 2 a =  2 sin a • cos a; coS 2 a =  cos2 a —  sin2 a ;

_  1 / 1 — cos2 a _  sin2 a 1 — cos2 a
\ l-| -cos 2 a l - ( - c o s 2 a sin2 a '
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c) Summen und Differenzen:

sin a -}- cos a =  ] 2 ■ sin -|- aj ; cos a —  sin a =  V2 • cos -|- aj ;

2
ctg a tg a =  ; ctg a —  tg a =  2 ctg 2 a .

d) Ebenes Dreieck:

sina : smß  : s in / =  a : 6 : c (Sinussatz);

a2 =  62 -)- c2 •— 26 • c • cosa =  (6 -j- c)2 —  46 • c ■ cos2 -2-

=  (6 —  c)2 +  4 6 - c -  sin2 .
(Cosinussatz)

e) Sphärisches Dreieck:

sina : sin6 : sine =  sina : sinß : sin-/ (Sinussatz);

cosa =  cos& • cosc -|- sin6 • sine • cosa (Cosinussatz für die Seiten);

cosa =  —  cosß • co s / -|- sin/3 • s in / • cosa (Cosinussatz für die Winkel).

Pur das rechtwinklige sphärische Dreieck 
( /  =  90°) gilt die N ep ersch e  R e g e l: Der 
cos irgendeines der im nebenstehenden Schema 
angeschriebenen Stücke ist gleich dem Pro
dukt der sin der getrennten und gleich dem 
Produkt der ctg der anliegenden Stücke; z. B.

cosa =  sin/S • cosa; sina =  tg& • ctgß.

ß

------ -fgo„_er)

III. Hyperbolische Funktionen

a) Definition:

(Sofz
ez +  e - z 

2 Sinz - e
2~~

z
Sangz ©in z _ 

©ofz ’

Eotgz Kof z _ 
©inz ’ Eoj2z — ©in2z =  1; Üangz • Eotg • z =  1.
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b) Doppeltes Argument:

e o i| I ( fo fz +1  Z 1 ' Eo( 2 — 1
\ ------2------: cm T = | / -------2------;

Sang —  = Sinz 
I — (foj Z

(£o[ z —  1 
Sin z ’

Eoj2z =  £ o j2z -|- S in ; Sirt2z =  2tEofz- Sinz; Saitg2z = 2Sangz 
1 +Sang2z

c) Summen und Differenzen

Gof(z ^  y) =  So|z • (Soft/ ^  S in z  ■ S in y ; 
S in (z  -l y) =  S in z  ■ (Soft/ (Sofz • S in y.

IV. Unbestimmte Ausdrücke (Grenzbetrachtungen)

ff 3*\
Zusammenstellungen von 2 Funktionen der Form — - ; j [ x) ■ <p(x),

f ( x )  —  <p(x), . . . können für einen Wert x =  a die unbestimmten Werte
—  , —  , 0 • oo, oo —  oo, . . .  annehmen. Um ihren wahren Wert zu be
ll oo
stimmen, werden sie auf Ausdrücke der Form

F(x)  F'(a)

F(x)
0 ( x ) zurückgeführt;

dann giit lim ,  , , — , , , .  , 
.-> «  <£(*) ®  (“ ) 

stimmt wird, schließlich

~  , oder wenn letzteres auch noch unbe-

lim
x-> a

F(x)
@(x)

FW (q)

V. Die binomische Reihe

Für beliebige n gilt:

(1 +  z f  = l  +  ( ” ) .  * + ( j ) .  z2 +  . . . + ( ” ) . z ^ + . . .

Die Gliederzahl wird unendlich für negative und gebrochene n ; die Reihe 
ist absolut konvergent, wenn | x  | <  1. Sie ist ferner absolut konvergent 
für x =  -f- 1 und n >- 0. Sie konvergiert, wenn x =  -)- 1 und n >> —  1. 
Divergenz herrscht für x  =  1 und n 5S —  1, sowie für | z | >  1.
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VI. Die Taylorsche Reihe
Im abgeschlossenen Intervall (x ; x - - h )  sei f(x) (n -f- l)-mal dif

ferenzierbar. Dann gilt

f (x  +  h) =  /(* ) +  A  ■/'(*) +  ^  ■/"(*) +  • • ■ +  - f (nHx)

lB+1
+ (" + l yf n + 1)(x  +  d - h ) ,  (O<0<1).

Das letzte Glied ist das sog. Restglied. Strebt dieses gleichmäßig für alle 
{)(0 < # <J 1 ) mit wachsendem n gegen Null, so geht obige Formel unter 
der Voraussetzung, daß/(z) beliebig oft differenzierbar ist, über in die 
konvergente Taylorreihe mit (im allgemeinen) unendlicher Gliederzahl.

VII. Reihenumkehrung
Es sei 

Man setzt

y = a0 +  Oj ■ (x — x0) - f  a2 ■ (x — x0) 2 -|----- , (% 4 = 0 ).

y — a0 = ax ■ (x — x0) = £; = av (v 2 ), so daß
aiV

n  =  £ +  «2 ■ £2 +  «s • £s -i--------

wird. Dann sind die Koeffizienten ß2, ß3, ■ • • ■ der Reihenumkehrung

£ =  nJrßi-'<f +  ß3-va-\---
gegeben durch
ßn = — a2; ß3 = 2a22 — a3; ßt = — 5a23 +  5a2 • a3 — a4; • • • usw.

Man erhält sie durch Koeffizientenvergleich aus der Reihe für rj, wenn in 
diese f  = t) -f- /S2 • rj2 -j- • • • eingesetzt wird.

V III. Der Satz von Poincare

In der Gleichung = f(x, y, X) sei X ein Parameter, während
f (x , y, X) eine stetige Funktion von x in dem Intervall (x0 — o; x0 a) 
und eine holomorphe Funktion von y und X im Gebiet | y — y0 \ <  6 ; 
[ X — /„ | r sei. Dann ist das Integral dieser Gleichung, welches für 
x =  x0 den Wert y0 annimmt, eine holomorphe Funktion von X, solange
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| x —  x0 | <  A bleibt, wo A die kleinere der beiden Größen a und — ist.ili
Dabei bedeutet M  den Maximalwert von \f(x, y,  ?.)\ im genannten 
Gebiet.

IX. Interpolation, numerische Differentiation und Integration

a) Interpolation: Die Interpolationsstellen av seien äquidistant, so daß 
xy + l  — =  h und xv =  x0 -{- v • h . Setzt man x  — x0 =  h • u und
f ( x )  =  f (x0-\-h ■ u) =  F{u), also

A / ( * )  =  f i x  +  h) — f(x) =  A F(u) =  F(u  - f  1) — F(u),  

so gelten die Interpolationsformeln

^ 0 . - 1 + ^ ! .F(u) =  F(0) +  - . -

, u - ( u 2 —  1 )  ^ 0 , - 1 + ^ i , o
' 21 3!

oder

~ ^ F 0

H----- (Stirling);

u- (u —  1) A^F0-\-A2F 1
2 1 1! t .0 '

u- (u — !)•(«■— |-)
2

2 ! 2 

• AZF 1 0-(-■ ■ ■ (Bessel).

(Differenzenschema s. S. 183).
b) Differentiation: Aus der Stirlingschen Interpolationsformel 

folgt durch Differenzieren

F'{  0) = ^ o ,  i + ^ V - i  1

F"i0) = .A*F„ -  ^  AlF0 +  ^  ■ A*Ft -  ~  A°F0 -|---------

c) Integration: Die Integration der Besselschen Formel liefert 
xr + v h  j

Jf(x)-dx  =  h ■ §F(u -)- j>)-du —
xv o

[Vv +  Vv+i 1 A2yv-\-Äi yv+ i , 11 Ai yv - f  AAyv+ i , ]
• ■ ------------------------------------■ ■ -  ■— ■ ■ —l------------------------------ --------------------- r— • • • i

12 720

6 22

22
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X. Differentialgleichungen

In der Ballistik treten vorwiegend die folgenden Typen von Differen
tialgleichungen auf:

a) Lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit Störungsglied:

2 =  y ■/(>(*)+ /i(* )-

Lösung durch Variation der Konstanten in der zugehörigen homogenen 
Gleichung y' =  y ■  f 0(x). Man erhält

y =  e ^ °<X) d* - {  \ f i ( x ) - e  d x  . dx  -(- Int. Konst. J.

b) Die Bernoullische Differentialgleichung

■ ^  — y-fo(x) +  yn -h(x)

geht durch die Transformation u —  x, v =  y1~n in eine lineare über.
c) Die Riccatische Differentialgleichung

y '  =  / . ( * )  • y 2 +  2/i(a:) ■ y  + / , ( * )
führt mit der Transformation u =  x, v =  y — y0 auf eine B e r 
n o u l l i s c h e  Differentialgleichung, wenn y0 eine bekannte partikuläre 
Lösung ist.

d) Die Differentialgleichung M ( x ,  y )  • d x  +  IV (a:, y )  • d y  =  0 wird 
durch Bestimmung des Eulerschen Multiplikators f i ( x ,  y )  gelöst, und 
zwar so, daß

p ( x ,  y )  • [ M ( x ,  y )  ■  d x - j - N ( x ,  y )  ■  d y ]  =  0

ein vollständiges Integral wird. f i ( x ,  y )  muß der partiellen Differential
gleichung

d M  ä N  %T ö f i  „  d f i

d y  d x  d x  d y

genügen.
e) Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

y "  +  2 f i ( x )  ■ y ' + f i ( x )  ■  y  =  q > ( x )  

kann auf verschiedene Weise gelöst werden:
a) z sei ein partikuläres Integral der homogenen Gleichung 

l < p ( x )  =  0]. Dann ist y  =  v  ■  z  das allgemeine Integral der inhomo
genen Gleichung; dabei ist



290 Verzeichnis der wichtigsten mathematischen Sätze

v =  Cl -
J  2'

+  C,

ß) Ist ein partikuläres Integral der homogenen Gleichung, so ist

dxl 'dx  - 2 f  f,(x)-dx

ein zweites partikuläres Integral und

yz =  A  • zx +  B ■ z2

das allgemeine Integral der homogenen Differentialgleichung. —  Das 
allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung setzt sich zusammen 
aus dem allgemeinen Integral der homogenen und einem partikulä
ren Integral y1 der inhomogenen Gleichung:

y =  y1 +  A - Z i  +  B - z i .

y)  Man kann das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung 
auch durch Variation der Konstanten in der Lösung der homoge
nen Gleichung bestimmen. Dann ist

y =  A ■ z1 -\- B ■ z2,

wobei

Ä = c -  J :z2 • (p(x) • e 2 SB W •ä x . d x  +  A }

B  =  —  c • J Zl ■ <p(x) . e 2 J/i(*)•<** . dx  +  B

ist. Dabei ist c eine passend zu bestimmende Konstante.

d) Sonderfälle sind die Differentialgleichungen

y "  =  o 2 • y  bzw. y "  =  •— 62 • y.

Ihre allgemeinen Lösungen lauten

y =  A  • ea’ x -(- B ■ e~a’ x bzw. y  =  A  • sin(6 • x) B  ■ coa(b • x).

I) Auf Systeme von Differentialgleichungen lassen sich die vorstehen
den Sätze sinngemäß anwenden.
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XI. Bestimmte Integrale

a) Außer der unter IX  c beschriebenen Methode zur numerischen 
Integration kann man für Näherungsberechnungen auch die folgenden 
einfachen Verfahren verwenden:

b

a) j f ( x ) - d x  =
a

Y  ■ {/(«*) +  2/ ( “  +  h) +  2 /(“  +  26) -f------ V 2/(6 -  h) +/(& )},

wo die Anzahl der Glieder in der geschweiften Klammer gleich ( n  -j- 1)
und 6 — -------- ist.n

ß) jf(x )-dx
a

=  26 ■ {/(a -)- 6) -\-f(a -|- 36) -f- • • • +/(& — 36) -(-/(& — 6)},

wo die Gliederzahl gleich 2 n  und 6 =  —-  ist.2 »
b

y) j f x  ■ d x  =  -g- • {/(a) -)- 4 / ( o  -f - 6) -)- 2/(n -)- 26) -f- 4 / ( a  —|— 36)
a

_|_----- (-2/(6 — 26) -f- 4/(6 — 6)-|-/(6)},

wobei die Gliederzahl (2 n  4 - 1) und 6 =  —-  ist.2n
b) Die Gammafunktion r ( p )  ist definiert durch das Integral

CC
r (p )  =  j e ~ x  • x p ~ 1  ■ da;; =  ’

o
Für positive ganze Zahlen gilt

r ( v )  =  ( P  —  1)1 =  1 ■ 2 • 3 ■ • • (p —  1).
Ferner ist allgemein

r (p)  =  (p — 1) T(p —  1) für p >  1;

r (p  +  i ) . r ( i - P) = p  ■ 71

s i n ( p j i )  ’
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X II. Mittelwertsätze der Differential- und Integralrechnung

a) Die Funktion f ( x )  sei im Intervall a ^  x  5S b differenzierbar. Es 
gilt dann mindestens eine Stelle $ so, daß (a <  f  <  6) und

oder ^°^  =  f ' [a  -(- fl • (b —  a)] mit ( 0 - < # < l ) -

b) Die Funktionen f ( x )  und <p(x) seien im Intervall a <  x ^  b stetig, 
und (p(x) habe überall dasselbe Vorzeichen. Daim gibt es einen Wert f  so, 
daß a f  & und

b b
l f ( x )  -<p(x)- dx  =  / ( f )  ■ J <p(x) ■ dx. 

a  a

Nimmt <p(x) im Intervall mit wachsendem x  entweder nie ab oder nie 
zu (ohne notwendigerweise positiv zu sein), so gibt es ein f  (a ^  f  ^  6) 
derart, daß

b S b
§ f ( x)  ■ <f(x) - d x  =  <p(a) • § f ( x )  ■ dx  +  <p{b) ■ § f ( x )  ■ dx.
a  a  £
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Treffbild 221, 222, 233 
Treffwahrscheinlichkeit 10, 229 
trigonometrische Punktionen 284 
Troposphäre 15

Umlaufsfrequenz 201 
unbestimmte Ausdrücke 286

V ahlen  17, 36, 104, 124, 138, 175, 
176, 185, 218, 278, 281 

V a llie r  33,123,128, 262,280,281, 
283

van  der W ahl 245 
V e ith e n  181, 281 
verallgemeinerte Darrieussche For

meln 210
verallgemeinerte Hodographen- 

gleichung 121, 170 
Verbrennungsgeschwindigkeit 248 
Verbrennungsgesetz 248, 265 
Verfahren der wiederholten Inte

gration 182
—  der zurücklaufenden Stopp

uhr 271
—  von Runge-Kutta 181
—  von Vahlen 176 
Verkantung 11, 93 
Verschwenkungswinkel 91 
Verteilung der Schüsse 22 
Vertikalmagazin 272 
Verzögerung durch den Luftwider

stand'21, 27, 30, 44, 48

V ie ille  248, 265, 282 
Vorhaltewinkel 270 
Vorholer 11, 14

Wahrscheinliche Abweichung 224 
Wahrscheinlichkeit 10, 221, 229 
W a n in g er  283 
W eiß m an n  155, 159, 281 
Wellenbildung 39 
Wellenenveloppe 34 
Widerstand 273 
Widerstandsebene 188, 193 
Widerstandsgrad 203 
Wind, Näherungsformeln 213 
Windeinfluß 213 
Windgeschwindigkeit 213, 216 
Windkanal 275 
Winkelgruppe, obere 54 
— , untere 54 
Wirbelbildung 39 
W o lf f  282 
Wurfweite 270

Z e d lit z  262, 263 
Zentrierwulst 15
Zentrifugalkraft 36, 43, 48, 58, 85
Zieleinrichtung 11
Zielfehler 221
Zielgerät 270
Z im m erle  278
Zonenpotenzgesetz 32, 73, 122, 170 
Zünderstellung 239 
Zustandsgleichung 24 
zylindrische Geschosse 23



A N H A N G

Zahlentafeln ballistisch wichtiger Funktionen



Tafel I Widorstandsgesetze von Krupp und Siacci

Funktion 106 • K  (v)

(Definition der c-Werte S. 32, § 1 d)

V Krupp Siacci V Krupp Siacci V Krupp Siacci

50 121 342 2,902 260 720 3,614 322
60 121 341 2,979 264 740 3,583 318
70 121 346 3,051 267 760 3,553 314
80 121 348 3,115 270 780 3,527 310
90 121 350 3,174 273 800 3,502 306

100 121 352 3.231 276
820 3,480 302354 3.286 278

110 121 356 3,337 281 840 3.458 299
120 121 358 3,384 284 860 3,438 295
130 121 360 3.421 286 880 3.418 291
140
150 1,190

121
121

365
370

3,524
3,605

292
298

900 3,400 287

160 1,191 122 375 3,671 303 920 3,382 283
170 1,191 122 380 3,722 307 940 3,365 280
180 1,192 122 385 3,761 312 960 3,349 276
190 1,193 123 390 3,792 315 980 3,334 272
200 1,195 123 395

400
3,819
3,843

319
323

1000 3,320 269

210 1,198 123 1020 3,307 266
220- 1.203 124 405 3,864 325 1040 3.295 262
230 1,212 125 410 3,883 328 1060 3.284 259
240 1,225 126 415 3,900 330 1080 3.275 256
245
250
255

1,233
1,243
1,255

127
128 
129

420
430
440

3,916
3,943
3,965

332
336
339

1100 3,267 252

1120 3,260 249
260 1,270 130 450 3,981 342 1140 3 255 246
265 1,288 131 460 3,992 344 1160 3.250 243
270 1,309 133 470 3,997 346 1180 3.247 240
275
280
285

1,334
1,363
1,397

136
140
145

480
490
500

4.000
4.000 
3,998

347
348 
348

1200 3,244 238

1220
1240

3,243
3.241290 1,439 152

295 1,489 161 510 3,992 348 1260 3.240
300 1,551 172 520

530
3,982
3,970

349
348

1280
1300

3.240
3.240

302 1,580 176 540 3,956 348
304 1,613 181 550 3,941 347
306 1,648 185 560 3,925 347
308 1,687 190 570 3,907 346
310 1,730 195 580 3,890 345
312 1,779 199 590 3,871 344
314
316

1.832
1,888

204
209

600 3,852 342

318 1,947 213
320 2,010 218 610 3,830 341
322 2,079 222 620 3,807 339
324 2,152 226 630 3.784 338
320 2,229 230 640 3.771 336
328 2,308 235 650 3,740 335
330 2,391 239 660 3,719 333
332 2,478 243 670 3,700 331
334 2,566 246 680 3,681 329
336 2.654 250 690 3,664 328
338 2,739 253 700 3,647 326
340 2.822 257



Die primären Funktionen D ( u ) ,  J ( u ) ,  A  ( u ) ,  T ( u )  nach dem Widerstandsgesetz von Siacci
Tafel II (Vgl. § 15 b, S. 127)

D(u) J(u) A(u) T(u) u D(u) J(u) A(u) T(u) u

1000 0,10000 100,000 1,000 1500,0

1100 0,10089 110,044 1,067 1470,0 7200 0,58404 1463,69 11.991 279,3
1200 0,10182 120,179 1,136 1440,0 7400 0,63572 1585,62 12,717 271,7
1300 0,10278 130.409 1,206 1410.3 7600 0,69028 1718,17 13,463 264,6
1400 0,10380 140,738 1.278 1380,7 7800 0,74780 1861,93 14,229 257,7
1500 0,10484 151,170 1,351 1351,2 8000 0,80835 2017,49 15,015 251,3

1600 0,10594 161,710 1,426 1321.9 8200 0,87207 2185,48 15,820 245,0
1700 0,10709 172,361 1,503 1292,7 8400 0,93913 2366,54 16,647 238,8
1800 0,10828 183,129 1,580 1263,8 8600 1,00964 2561,36 17,494 232,9
1900 0,10954 194,020 1,660 1234,9 8800 1,08377 2770,64 18,364 227,2
2000 0,11086 205,040 1,743 1206,2 9000 1,16171 2995,12 19,256 221,5

2100 0,11224 216,196 1,826 1177,8 9200 1,24367 3235,59 20,170 216,1
2200 0,11369 227,492 1,912 1149,6 9400 1,32980 3492,86 21.107 210,8
2300 0,11521 238,936 2,000 1121,5 9600 1,42022 3767,79 22,068 205.8
2400 0,11680 250,534 2,091 1093,7 9800 1,51516 4061,25 23,052 200,8
2500 0,11849 262,297 2,183 1066,1 10000 1,61491 4374,18 24,060 195,9

2600 0,12026 274,235 2,278 1038,7 10200 1,71967 4707,55 25,094 191,1
2700 0,12213 286,354 2,376 1011,6 10400 1,82976 5062.41 26,154 186,4
2800 0,12409 298,665 2,476 984,7 10600 1,94539 5439.83 27,240 182,0
2900 0,12617 311,178 2,579 958,1 10800 2.06672 5840.94 28,352 177,6
3000 0,12837 323,904 2,685 931,8 11000 2,19416 6266,92 29,492 173,3

3100 0,13069 336,856 2,794 905,7 11200 2,32800 6719,03 30,660 169,1
3200 0,13315 350,046 2,906 879,9 11400 2,46858 7198.57 31,857 165,0
3300 0,13576 363.490 3,021 854,4 11600 2,61622 7706,93 33,084 161,0
34 00 0,13853 377,203 3,140 829,4 11800 2,77119 8245,55 34.342 157,2
3500 0,14147 391,202 3,262 804,7 12000 2,93396 8815,93 35,630 153,3

3600 0,14459 405,503 3,389 780.3 12200 3.10487 9419.68 36,950 149,7
3700 0,14791 420,127 3,519 756,3 12400 3.28420 10058,4 38,302 146,1
3800 0,15145 435,091 3,653 732,7 12600 3,47247 10734,0 39,687 142,6
3900 0,15523 450,424 3,792 709,4 12800 3,66989 11448,0 41,106 139,3
4000 0,15925 466,146 3,935 686,6 13000 3,87716 12202,6 42,560 135,9

4100 0,16355 482,284 4,083 664.3 13200 4,0948 12999,6 44,049 132,7
4200 0,16815 498.865 4,236 642,5 13400 4,3231 13841,2 45,575 129,4
4300 0,17307 515,924 4,395 621.2 13600 4,5629 14729,6 47,138 126,3
4400 0,17832 533,491 4,558 600,4 13800 4,8145 15667.2 48,740 123,4
4500 0,18395 551,602 4,728 580,1 14000 5,0787 16653,3 50,381 120,4

4600 0,18999 570.296 4,903 560,4 14200 5,3559 17699,5 52,063 117,5
4700 0,19645 589,614 5,085 541,3 14400 5,6469 18799,5 53,785 114,7
4800 0,20338 609,602 5,273 522,7 14600 5,9524 19959,2 55,550 112,0
4900 0,21081 630,308 5,468 504,8 14800 6,2727 21181,5 57,358 109,3
5000 0,21878 651,784 5,669 487,6 15000 6,6091 22469,4 59,209 106,7

5200 0,23648 697,27 6,094 455,0 15200 6,9626 23826,3 61,107 104,1
5400 0,25677 746,55 6,549 425,2 15400 7,3335 25255,6 63,052 101,6
5600 0,27996 800,17 7,035 398,2 15600 7,7227 26760,9 65,046 99.2
5800 0,30632 858,75 7,553 374,1 15800 8,1307 28345,9 67.085 96,9
6000 0,33606 922,92 8,104 353,1 16000 8,5587 30014,5 69,175 94,6

6200 0,36927 993.40 8,686 335,0 16200 9,0080 31770,9 71,315 92,3
6400 0,40593 1070,86 9,297 319,8 16400 9,4796 33619,3 73,508 90,1
6600 0,44593 1155,99 9,936 307,1 16600 9,9745 35564,3 75,755 88,0
6800 0,48906 1249,44 10,599 296,4 16800 10,4940 37610,7 78,057 85,8
7000 0,53517 1351,81 11,285 287,3 17000 11,0392 39763,7 80,415 83,8



Tafel III Zahlentafel häufig verkommender Fnnktionen

X e * e “ * sin x COS X t g x ©in x E o f  x Sang x x in Grad lg (100*) ln(100*)

Wahr
schein-

lichkeits-
funktion

y>(x)

0,00 1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0.0000 0,0000 1,0000 0,0000 0 °0 0 " _ _ 0,00000
0,05 1,0513 0,9512 0,0500 0,9988 0,0500 0,0500 1,0013 0,0500 2°51'53" 0,69897 1,60944 0,02690
0,10 1,1052 0,9048 0,0998 0,9950 0,1003 0,1002 1,0050 0,0997 5° 43 '46" 1,00000 2,30259 0,05378
0,15 1,1618 0,8607 0,1494 0,9888 0,1511 0,1506 1,0113 0,1489 8° 35 '40" 1,17609 2,70805 0,08059
0,20 1,2214 0,8187 0,1987 0,9801 0,2027 0,2013 1,0201 0,1974 11°27'33" 1,30103 2,99573 0,10731
0,25 1,2840 0,7788 0,2474 0,9689 0,2553 0.2526 1,0314 0.2449 14° 19' 26" 1,39794 3.21888 0,13391
0,30 1.3499 0,7408 0,2955 0,9553 0,3093 0,3045 1,0453 0,2913 17° 11'19" 1,47712 3,40120 0,16035
0,35 1,4191 0,7047 0.3429 0,9394 0,3650 0,3572 1,0619 0,3364 20° 3' 13" 1,54407 3,55535 0,18662
0,40 1,4918 0,6703 0,3894 0,9211 0,4228 0,4108 1,0811 0,3800 22° 55' 6" 1,60206 3,68888 0,21268
0,45 1,5683 0,6376 0,4350 0,9005 0,4831 0,4653 1,1030 0,4219 25° 46 '59" 1,65321 3,80666 0.23581
0,50 1,6487 0,6065 0,4794 0,8776 0,5463 0,5211 1,1276 0,4621 28° 38 '52" 1,69897 3,91202 0,26407
0,55 1,7333 0,5769 0,5227 0,8525 0,6131 0,5782 1,1551 0,5005 31°30'46" 1,74036 4,00733 0,28934
0,60 1,8221 0,5488 0,5646 0,8253 0,6841 0,6367 1,1855 0,5370 34° 22 '39" 1,77815 4,09434 0.31430
0,65 1,9155 0,5220 0,6052 0,7961 0,7602 0,6967 1,2188 0,5717 37° 14'32" 1,81291 4,17439 0,33892
0,70 2,0138 0,4966 0,6442 0,7648 0,8423 0,7586 1,2552 0,6044 40° 6 '25" 1,84510 4,24850 0,36317
0,75 2,1170 0,4724 0,6816 0,7317 0,9316 0,8223 1,2947 0,6352 42° 58' 19" 1,87506 4,31749 0.38705
0,80 2,2255 0,4493 0,7174 0,6967 0,0296 0,8881 1,3374 0,6640 45° 50 '12" 1,90309 4,38203 0,41052
0.85 2,3396 0,4274 0,7513 0,6600 1,1383 0,9561 1,3835 0,6911 48° 42' 5 " 1,92942 4,44265 0,43357
0,90 2,4596 0,4066 0,7833 0,6216 1,2602 1,0265 1,4331 0,7163 51° 33' 58" 1,95424 4.49981 0.45618
0,95 2,5857 0,3867 0,8134 0,5817 1,3984 1,0995 1,4862 0,7398 54° 25' 52" 1,97772 4,55388 0,47832
1,00 2,7183 0,3679 0,8415 0,5403 1,5574 1,1752 1,5431 0,7616 57° 17'45" 2,00000 4,60517 0,50000

1,05 2,8577 0,3499 0,8674 0,4976 1,7433 1,2539 l(6038 0,7818 60° 9 '38 " 2,02119 4,65396 0.52119
1,10 3,0042 0,3329 0,8912 0,4536 1,9648 1,3356 1,6685 0,8005 63° 1'31" 2,04139 4,70048 0,54188
1,15 3,1582 0,3166 0,9128 0,4085 2,2345 1,4208 1,7374 0,8178 65°53'25" 2,06070 4,74493 0,56205
1,20 3,3201 0,3012 0,9320 0,3624 2,5722 1,5095 1,8107 0,8337 68° 45 '18" 2.07918 4,78749 0,58171
1,25 3,4903 0,2865 0,9490 0,3153 3,0096 1,6019 1,8884 0,8483 71°37'11" 2,09691 4,82831 0,60083
1,30 3,6693 0,2725 0,9636 0,2675 3,6693 1,6984 1,9709 0,8617 74° 29' 4 " 2,11394 4,86753 0,61942
1,35 3,8574 0,2592 0,9757 0,2190 4,4552 1,7991 2,0583 0 8741 77° 20 '57" 2,13033 4,90527 0,63747
1,40 4,0552 0,2466 0,9855 0,1700 5,7979 1,9043 2,1509 0,8854 80° 12'51" 2,14613 4,94164 0,65498
1,45 4,2631 0,2346 0,9927 0,1205 8,2381 2,0143 2,2488 0,8957 83° 4 '44 " 2,16137 4,97673 0,67193
1,50 4,4817 0,2231 0,9975 0,0707 14,1014 2,1293 2,3524 0,9052 85°56'37" 2,17609 5,01064 0,68833

1,60 4,9530 0,2019 0,9996 -  0,0292 -  34,2325 2,3756 2,5775 0,9217 91° 40 '24" 2.20412 5,07517 0,71949
1,70 5,4739 0,1827 0,9917 -0 ,1288 -  7,6966 2,6456 2,8283 0,9354 97°24'10" 2,23045 5,13580 0,74847
1,80 6,0496 0,1653 0,9739 -  0,2272 -  4,2863 2,9422 3,1075 0,9468 103° 7 '57" 2,25527 5,19296 0,77528
1,90 6,6859 0,1496 0,9463 -  0,3233 -2 ,9271 3,2682 3,4177 0,9562 108°51'43" 2.27875 5,24702 0,79999
2,00 7,3891 0,1353 0,9093 -0 ,4162 -2 ,18 50 3,6269 3,7622 0,9640 114° 35'30" 2,30103 5,29832 0,82266

2,10 8,1662 0,1225 0,8632 -  0,5049 -  1,7099 4,0219 4,1443 0,9705 120° 19'16" 2,32222 5,34711 0,84335
2,20 9,0250 0,1108 0,8085 -  0,5885 -  1,3738 4,4571 4,5679 0,9757 126° 3' 3" 2,34242 5,39363 0,86216
2,30 9,9742 0,1003 0,7457 -  0,6663 -1 ,1192 4,9370 5,0372 0,9801 131° 46'49" 2,36173 5,43808 0,87918
2,40 11,0232 0,0907 0,6755 -  0,7374 -  0,9160 5,4662 5,5569 0,9837 137° 30'36" 2,38021 5,48064 0.89450
2,50 12,1825 0,0821 0,5985 -0 ,8011 -  0,7470 6,0502 6,1323 0,9866 143° 14'22" 3,39794 5,52146 0,90825

2,60 13,4637 0,0743 0,5155 -  0,8569 -0 ,60 16 6,6947 6,7690 0,9890 148° 58' 9" 2,41497 5,56068 0,92051
2,70 14,8797 0,0672 0,4274 -0,9041 -  0,4727 7,4063 7,4735 0,9910 154°41'55" 2,43136 5,59842 0,93141
2,80 16,4446 0,0608 0,3350 -  0,9422 -  0,3555 8,1919 8,2527 0,9926 160°25'41" 2.44716 5,63479 0,94105
2,90 18,1741 0,0550 0,2393 -0 ,97 10 -  0,2464 9,0596 9.1146 0.9940 166° 9 '28" 2,46240 5,66988 0.94954
3,00 20,0855 0,0498 0,1411 -0 ,99 00 -  0,1426 10,0179 10,0678 0,9951 171°53'14" 2,47712 5,70378 0,95698

3,20 24,5325 0,0408 -  0,0584 -  0,9983 0,0585 12.2459 12,2866 0,9967 183°20'47" 2,50515 5,76832 0,96910
3,40 29,9641 0,0334 -  0,2555 -  0,9668 0,2644 14,965 14,999 0,9978 194° 48'40" 2,53148 5,82895 0,97817
3,60 36,5982 0,0273 -  0,4425 -  0,8968 0,4935 18,285 ■18,313 0,9985 206° 15'53" 2,55630 5.88610 0,98482 1
3,80 44,7012 0,0224 -0 ,61 19 -0 ,7916 0,7736 22,339 22,362 0,9990 217°43'26" 2,57978 5,94017 0,98962 1
4,00 54,5982 0,0183 -  0,7568 -  0,6536 1,1578 27,290 27,308 0,9993 229°10'59" 2,60206 5,99146 0,99302



Tafel IV Luftgewichts- und Temperaturverlauf mit der Höhe y

y

Nach Formel (17) u. (18) 
mit A =  0,0058; <S0 =  1,22; 

T0 283

Nach Everfing: 
d(y)=80-e~k-’> 
{k =  0,45 -10“ 4) y

Nach Formel (17) u. (18) 
mit ). =  0,0058; 60 =  1,22; 

To =  283

Nach Everling:
<%) =  <5» - e - k-v
(k =  0,45 -IO“ 4)

lg10 ^  °0
j - i o  1 / T 0 Ig” ^. °0 Ev. lg10^ p°0

l - i o  1 /  T 0
°0 Ev.lE \ T(y) D \ T(y)

0 0 0 0
100 9,9956 0,0004 9,9955 5100 9,7657 0,0240 9,7705
200 9,9913 0,0009 9,9910 5200 9,7608 0,0245 9,7660
300 9,9869 0,0013 9,9865 5300 9,7560 0,0250 9,7615
400 9,9825 0,0018 9,9820 5400 9,7511 0,0255 9,7570
500 9,9781 0,0022 9,9775 5500 9,7462 0,0260 9,7525

600 9,9737 0,0027 9,9730 5600 9,7413 0,0265 9,7480
700 9,9693 0,0031 9,9685 5700 9,7364 0,0270 9,7435
800 9,9649 0,0036 9,9640 5800' 9,7314 0,0275 9,7390
900 9,9605 0,0040 9,9595 5900 9,7265 0,0280 9,7345

1000 9,9560 0,0045 9,9550 6000 * 9,7215 0,0285 9,7300

1100 9,9516 0,0050 9,9505 6100 9,7166 0,0290 9,7255
1200 9,9472 0,0054 9,9460 6200 9,7116 0,0295 9,7210
1300 9,9427 0,0059 9,9415 6300 9,7066 0,0300 9,7165
1400 9,9382 0,0063 9,9370 6400 9,7016 0,0305 9,7120
1500 9,9337 0,0068 9,9325 6500 9,6966 0,0310 9,7075

1600 9,9292 0,0072 9,9280 6600 9,6916 0,0316 9,7030
1700 9,9247 0,0077 9,9235 6700 9,6865 0,0321 9,6985
1800 9.9202 0,0082 9,9190 6800 9,6815 0,0326 9,6940
1900 9,9157 0,0086 9,9145 6900 9,6764 0,0331 9,6895
2000 9,9112 0,0091 9,9100 7000 9,6714 0,0336 9,6850

2100 9,9066 0,0096 9,9055 7100 9,6663 0,0342 9,6805
2200 9,9021 0,0100 9,9010 7200 9,6612 0,0347 9,6760
jjaoo 9,8975 0,0106 8,8965 7300 9,6561 0,0352 9,6715
2400 9,8930 0,0110 9,8920 7400 9,6510 0,0357 9,6670
2500 9,8884 ■ 0,0114 9,8875 7500 9,6458 0,0362 9,6625

2600 9,8838 0,0119 9,8830 7600 9,6407 0,0368 9,6580
2700 9,8792 0,0124 9,8785 7700 9,6355 0,0373 9,6535
2800 9,8746 0,0128 9,8740 7800 9,6304 0,0378 9,6490
2900 9,8700 0,0133 9,8695 7900 9,6252 0,0384 9,6445
3000 9,8653 0,0138 9,8650 8000 9,6200 0,0389 9,6400

3100 9,8607 0,0143 9,8605 8100 9,6148 0,0394 9,6355
3200 9,8561 0,0147 9,8560 8200 9,6095 0,0400 9,6310
3300 9,8514 0,0152 9,8515 8300 9,6043 0,0405 9,6265
3400 9,8467 0,0157 9,8470 8400 9,5990 0,0410 9,6220
3500 9,8420 0,0162 9,8425 8500 9,5938 0,0416 9,6175

3600 9,8373 0,0166 9,8380 8600 9,5885 0,0421 9,6130
3700 9,8326 0,0171 9,8335 8700 9,5832 0,0427 9,6085
3800 9,8279 0,0176 9,8290 8800 9,5779 0,0432 9,6040
3900 9,8232 0,0181 9,8245 8900 9,5726 0,0437 9,5995
4000 9,8185 0,0186 9,8200 9000 9,5673 0,0443 9,5950

4100 9,8137 0,0191 9,8155 9100 9,5620 0,0448 9,5905
4200 9,8090 0,0196 9,8110 9200 9,5566 0,0454 9,5860
4300 9,8042 0,0200 9,8065 9300 9,5512 0,0459 9,5815
4400 9,7994 0,0205 9,8020 9400 9,5458 0,0465 9,5770
4500 9,7947 0,0210 9,7975 9500 9,5405 0,0470 9,5725
4600 9,7899 0,0215 9,7930 9600 9,5350 0,0476 9,5680
4700 9,7850 0,0220 9,7885 9700 9,5296 0,0481 9,5635
4800 9,7802 0,0225 9,7840 9800 9,5242 0,0487 9,5590
4900 9,7754 0,0230 9,7795 9900 9,5187 0,0492 9,5545
5000 9,7706 0,0235 9,7750 10000 9,5133 0,0498 9,5500


